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线性代数期中复习

邱嘉诚

武汉大学数学与统计学院
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行列式的定义回顾

我们习惯用 |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 来表示行列式，其中 A

指的是一个矩阵。行列式被定义为：|A| = Σn
j=1a1j · A1j，其中

A1j = (−1)1+jM1j . 之后我们可以由行列式的性质得到不同的展
开方式。
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行列式的性质

行列式有一些简单的性质如下：
• 上（下）三角行列式的值等于对角元的乘积
• 某一行（列）全为 0 的行列式值为 0

• 用某个常数 c 乘行列式某行（列）所得的行列式的值为原先
的 c 倍

• 两行（列）对换，行列式值改变符号（即乘上一个 −1）
• 若某两行（列）成比例，行列式值为 0

• 拆分性质：某行（列）的 aij = bij + cij，可以拆成两个行列
式相加

• 将行列式某行（列）乘常数 c 再加到另一行（列）不改变行
列式的值

• 行列式转置值不变
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行列式的性质

此外还有一些需要了解的内容

Cramer 法则

xi =
1

|A| · [a⃗1, · · · ,
⃗ai−1, b⃗, ⃗ai+1, · · · , a⃗n]

Vander Monde 行列式

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · xn
1

1 x2 x2
2 · · · xn

2
...

...
... . . . ...

1 xn x2
n · · · xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
n∏

1≤i<j≤n
(xj − xi)
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行列式的性质

分块上（下）三角行列式

∣∣∣∣A M
O B

∣∣∣∣ = |A| |B| ,
∣∣∣∣A O
N B

∣∣∣∣ = |A| |B|
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行列式计算或证明的方法

• 用性质化为三角行列式或者降阶
•（用定义）按某一行（列）展开
• 提取因子 *
• 各行（列）元素和相等的行列式
• 递推法与数学归纳法
• Vander Monde 行列式与升阶/加边法
• 拆分法 *
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矩阵的基本概念和性质

矩阵的基本概念和性质有很多，比较重要的主要是逆矩阵、初等
变换和分块矩阵。

逆矩阵

设 A 是一个 n 阶方阵，如果存在 n 阶方阵 B 使 AB = BA = In，
则称 A 是可逆矩阵，B 为 A 的逆矩阵，记 B = A−1.

• 逆矩阵的积仍然可逆，若乘上一个不可逆矩阵则不可逆
• A 的伴随矩阵 A∗，它是 A 的各元素代数余子式构成的矩阵
的转置

• A 可逆 ⇔ |A| ̸= 0，A−1 = 1
|A|A

∗
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矩阵的基本概念和性质

初等变换与初等矩阵

下列三种矩阵变换分别称为矩阵的第一、第二、第三类初等行变
换，对列也是一样的（对分块矩阵也是一样的）：（1）对调矩阵
中某两行的位置；（2）用一非零常数乘以某一行；（3）将矩阵的
某一行乘以常数 k 后加到另一行上去。

• 对应的初等矩阵是 Pij、Pi(k) 和 Tij(k)
• |Pij | = 1、|Pi(k)| = k 和 |Tij(k)| = 1

邱嘉诚 武汉大学数学与统计学院

线性代数期中复习 11 / 18



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .. .. .. .. .. .行列式
. .. .. .. .. .. .矩阵

. .. .. .. .线性方程组

可逆矩阵的计算

伴随矩阵的性质

n 阶矩阵 A 及其伴随矩阵 A∗ 最重要的关系是
AA∗ = A∗A = |A| In，伴随矩阵的很多性质原则上都能据此推导
出来。

• (A′)∗ = (A∗)′

• (cA)∗ = cn−1A∗

• A 可逆时，A∗ 也可逆，(A∗)−1 = (A−1∗)

• ......
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可逆矩阵的计算

可逆矩阵的计算

可以通过初等行变换将 [A|In] 变为 [In|A−1]，或者也可以通过一
些矩阵计算得到逆矩阵。

迹的运用

tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann，其具有简单的四条性质：
• tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

• tr(kA) = k · tr(A)
• tr(A′) = tr(A)
• tr(AB) = tr(BA)
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分块初等变换以及摄动法

分块初等变换

一般的矩阵的初等行列变换可以视为时一阶分块矩阵的初等变
换，因此矩阵的分块初等变换也有类似的性质，其多用于证明一
些行列式等式以及秩不等式。

摄动法

当 A 是一个奇异阵时，|A| = 0，那么 |A + t · In| 作为一个 t 的
不含常数项的多项式，t = 0 时值为 0，那么我们可以知道存在
非常小的 t 使得 A + t · In 可逆。这就是摄动法的关键之处。
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矩阵的秩

矩阵秩的基本公式

• 若 k ̸= 0, r(kA) = r(A)
• r(AB) ≤ min r(A), r(B)

• r
(

A O
O B

)
=r(A) + r(B)

• ......
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线性方程组的解

齐次线性方程组的解

Ax⃗ = 0⃗ 称为齐次线性方程组，Ax⃗ 可以看作是 A 的列向量的线
性组合，那么它的解的存在性和结构就比较容易看出：

• 如果 rank(A) = n，那么其列向量就是一组线性无关的向量，
那么只有零解（一个解）

• 如果 rank(A) < n，那么其列向量中至少有一个可以被其他
向量线性表出，那么有非零解（无穷个）

这样我们也很容易想到非齐次线性方程组组有解的条件：
rank(A) = rank(Ã)，加入一个零向量不改变增广矩阵的秩因此这
个等式对于齐次线性方程组而言是恒成立的。
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线性方程组的解

非齐次线性方程组的解

在计算出 Ax⃗ = 0⃗ 的解后得到基础解系，再计算出一个 Ax⃗ = b⃗
的特解，这个特解加上基础解系就是非齐次线性方程组的通解，
当然它的解的存在性比较容易看出是 rank(A) = rank(Ã)，此等
式不成立时无解。

• 如果 rank(A) = rank(Ã) = n，那么有且仅有一个解
• 如果 rank(A) = rank(Ã) < n，那么有无穷个解
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