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讲义参考丘维生《群表示论》, 目前只更新到讨论班讲过的内容.



目录

0 部分预备知识 1
0.1 笛卡尔积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
0.2 选择公理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
0.3 环, 模与代数补充 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
0.4 张量积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
0.5 环、模与代数再补充 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1 基本概念 33
1.1 群的线性表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.2 线性表示的结构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
1.3 Abel 群的不可约表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
1.4 非 Abel 群的不可约表示的一些构造方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2 有限群的不可约表示 41
2.1 群 G 的线性表示与群代数 K[G] 上的左模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.2 有限群不等价的不可约表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3 群的特征标 46
3.1 特征标的定义和基本性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.2 不可约特征标的正交关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.3 有限 Abel 群上的 Fourier 变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.4 不可约复表示次数满足的条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.5 Burnside 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4 表示的张量积与群的直积的表示 57
4.1 群的表示的张量积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.2 群的直积的表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2



5 诱导表示与诱导特征标 62
5.1 诱导表示及其特征标 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
5.2 诱导特征标不可约的判定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
5.3 群的分裂域与模的分裂域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65



Chapter 0

部分预备知识

本章作为前置章节, 用来处理我们在高等代数和抽象代数课程中未学过的基本知识.

0.1 笛卡尔积

我们首先将笛卡尔积推广至任意数量的集合.
定义 0.1.1 设 {Ai, i ∈ I} 为一族集合, 其中集合 I 为指标集, 定义

A :=

{
f : I →

⋃
i∈I

Ai|f(i) ∈ Ai, i ∈ I

}
,

集合 A 称为 {Ai, i ∈ I} 的笛卡尔积, 记作 A =
∏
i∈I

Ai.

注意到,A 中的元素是从 I 映射到
⋃
i∈I

Ai 的函数 f , 且 f 将 i 映入 Ai 之中. 由此我们可以用

另一种方式表示 A 中的元素, 对 f ∈ A, 令 xi = f(i),, 我们记 f = {xi}i∈I , 即用 f 在每个 i 处的
像表示 f . 由于 f = g 当且仅当对每个 i 均有 f(i) = g(i), 于是该表示不会引起歧义. 以后我们将
会灵活使用两种表示.

我们说该定义推广了通常的笛卡尔积的定义, 实际上, 当 I = {1, 2, . . . , n} 为有限指标集时,

考虑定义 0.1.1 中的积 A =

n∏
i=1

Ai 与通常的定义

A′ := {(a1, . . . , an)|ai ∈ Ai},

我们将 A 中的元素写作 {xi}i∈I , 注意到 xi = f(i) ∈ Ai, 于是 A 与 A′ 在双射

σ : {xi}i∈I 7→ (x1, . . . , xn)

下是一致的.
一个显然的结论是
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定理 0.1.1 设 {Ai, i ∈ I} 为一族集合, 其中集合 I 为指标集, 若笛卡尔积 A =
∏
i∈I

Ai 非空, 则

每个 Ai 均非空.
证要: 取 f ∈ A, 则 f(i) ∈ Ai, 故 Ai 非空.
我们将这个结论单独拿出来, 是因为它的逆命题十分重要, 它与我们在下一节中介绍的选择

公理等价.

0.2 选择公理

本章介绍选择公理、Zorn 引理与良序原理, 并证明它们与定理 0.1.1 的逆命题是互相等价的.
不过这个讲义中应用地最多得还是 Zorn 引理.

选择公理 如果 A 是非空集合, 用 P (A)# 表示 A 的一切非空子集组成的集合, 那么存在函数
β : P (A)# → A 使得对 A 的每个非空子集 S,β(S) ∈ S.

我们将这样的函数 β 称为选择函数. 选择公理简单地叙述就是非空集合的选择函数一定存
在.

选择公理本身有多种叙述方式, 我们给出:
定理 0.2.1 选择公理成立当且仅当非空集合族 {Ai, i ∈ I} 的笛卡尔积

∏
i∈I

Ai 非空.

证要: 假定选择公理成立, 欲证
∏
i∈I

Ai 非空, 只需找到一个函数 f : I → A =
⋃
i∈I

Ai 满足

f(i) ∈ Ai 即可. 现在有函数 φ : I → P (A)# 满足 φ(i) = Ai, 设 β : P (A)# → A 是选择函数, 那
么 f = βφ 满足 f(i) = β(Ai) ∈ Ai, 于是 f 就是我们要找的函数.

现在假定非空集合的笛卡尔积非空, 那么对非空集合 A, 令 I = P (A)#, 据假设,
∏
S∈I

S 非空,

故它包含一个元素 β, 于是 β(S) ∈ S, 故 β 就是我们要找的选择函数.
为了叙述其他定理, 我们需要给出一些定义.

定义 0.2.1 设定义在集合 X 上的二元关系 � 如果满足:
(1) 自反性:x � x, ∀x ∈ X;
(2) 反对称: 若 x � y 且 y � x, 则 x = y;
(3) 传递性: 若 x � y, y � z, 则 x � z;
则称 � 是 X 上的偏序关系, 称 (X,�) 是一个偏序集.
若 x � y 且 x 6= y, 那么记作 x ≺ y.

定义 0.2.2 设 X 是偏序集, 如果 X 的每一个非空子集 S 都包含一个最小元 s0, 即 s0 ∈ S 且
∀s ∈ S, s0 � s, 则称 X 是良序集.

我们最熟悉的良序集就是自然数集 N 了.Z 在通常的大小关系下不是良序集, 但它在关系
0 � 1 � −1 � 2 � −2 � . . . 下却成为了良序集. 良序原理告诉我们任何集合上都能配置一个偏
序关系使该集合称为良序集.
良序原理 每个集合 X 都能有一个偏序 � 使得 (X,�) 是良序集.
定义 0.2.3 设 X 是偏序集, 如果 X 中任意两个元素都可比较, 即 ∀x, y ∈ X,x � y 与 y � x 至
少有一个成立, 则称 X 是全序集. 偏序集的某个全序子集称为该偏序集的一条链.
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显然, 实数集 R 的任意子集 (在通常的大小关系下) 都是全序集.
定义 0.2.4 设 X 是良序集, 对每个 xα ∈ X, 定义 Xα := {β ∈ X : α ≺ β}.

(1) 若 Xα = ∅, 则称 α 是顶元素;
(2) 若 Xα 6= ∅, 则由良序,Xα 中有最小元素 α′, 称其为 α 的后继;
(3) 若 α 不是任何元素的后继, 则称其为一个极限.

定义 0.2.5 设 (X,�), (Y,�′) 是两个偏序集, 则 X × Y 在关系

(x, y) ≤ (x′, y′) ⇔ x ≺ x′或x = x′, y � y′

下称为偏序集, 称偏序 ≤ 是 X × Y 的字典序.
下面是一些基本性质.

定理 0.2.2 (1) 偏序集的子集是偏序集, 良序集的子集是良序集, 全序集的子集也是全序集;
(2) 任何良序集都是全序集;
(3) 两个良序集的笛卡尔积在字典序下仍为良序集;
(4) 如果 X 是良序集, 则 X 中每个严格递减序列 x1 � x2 � . . . 是有限的;
(5) 假设选择公理成立, 则 (4) 的逆命题为真, 即若 X 是全序集, 且每个递减序列 x1 � x2 �

. . . 有限, 那么 X 是良序集.
证要:(1) 显然;
(2) 子集 {x, y} 有最小元, 若为 x, 则 x � y, 若为 y 则 y � x, 于是二者之一必成立, 故为全

序集;
(3) 设 X,Y 是良序集, 考虑 X × Y 的非空子集 A, 令 Ax := {x ∈ X|∃y ∈ Y, (x, y) ∈ A}, 现

在 Ax 是 X 的非空子集, 故 Ax 有最小元 x0, 现在令 B := {y ∈ Y |(x0, y) ∈ A},B 是 Y 的非空
子集故有最小元 y0, 现在 (x0, y0) 就是 A 中最小元. 由此证明了 X × Y 是良序集;

(4) 注意到集合 S = {x1, x2, . . . } 有最小元即可;
(5)基本的思路并不复杂:假设 X 不是良序集,那么必有一个非空的子集 S,它没有最小元,X

是全序集自然蕴含 S 是全序集.S 非空, 故存在 x1 ∈ S,S 不含最小元, 故存在 x1 � x2 ∈ S, 现
在我们取出了 x1 � x2 � x3 � · · · � xn, 由于 S 没有最小元, 故存在 xn � xn+1. 由此我们得到
x1 � x2 � . . . , 这是一个无穷序列, 与假设矛盾.

上述证明似乎并没有用到选择公理, 但实际上我们给出的无穷序列是一个函数 f : Z+ → S

满足 f(n) = xn, 而该函数是集合 Z × S 的一个特殊的子集. 我们在 “构造”f 的时候实际上进行
了无穷多次选择, 我们将 f(n + 1) 定义为 S 中 ≺ xn 的某一个元素, 但是, 与通常的归纳定义不
同, 这样的元素并不是唯一的, 也就是说, 我们无法利用数学归纳原理来得出 f , 我们需要使用选
择公理.

我们将选择公理的使用具体陈述如下:
设 F 是由从 {1, 2, . . . , n}, (n 是自然数) 到 S 的一切函数 g 的族, 并设 β 是 F 上的选择函

数, 即对每个非空子集 T ⊂ F, β(T ) ∈ F.

因 S 非空, 选取 s1 ∈ S 定义 F1 := {g ∈ F :定义域为{1}, g(1) = s1}, 并定义 g1 = β(F1). 对
n > 0, 归纳定义 Fn+1 = {g ∈ F,定义域为{0, 1, . . . , n+ 1}, g|{1, . . . , n} = gn且g(n) � g(n+ 1)},
由归纳法知 Fn+1 非空, 现在可以定义 gn+1 = β(Fn+1). 最后定义 g∗ 为所有 gn 的并 (注意每个
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函数 gn 都是笛卡尔积 Z+ × S 的一个子集, 这里取集合的并), 则 g∗ 是一个函数并且对一切 n 有
g∗(n) = gn(n). 现在 g∗ 便是 S 中的无穷长度的严格单调递减序列, 这样便与假设矛盾.

不过在具体的证明中, 我们通常都会省略这一步骤, 而直接采用最开始的证明形式.
最后的一个说明就是, 如果进行的是有限多次选择, 即公理中的 A 是非空有限集, 或者考虑

的是有限多个非空集的笛卡尔集,这时候的结论是大家都普遍接受的.选择公理的重要性在于 “任
意” 多个集合, 只有在这时我们才会说 “证明依赖于选择公理”.

如果说良序集是自然数集的推广, 那么超穷归纳法就可以看成数学归纳法的推广.
超穷归纳法 设 I 是良序集,{S(i), i ∈ I} 是以 I 加标的一族命题, 设 i0 是 I 中最小元, 如果

(1)S(i0) 成立;
(2) 对 j ∈ I, j 6= i0, 如果 ∀i ≺ j, S(i) 成立, 那么 S(j) 成立;
那么对一切 i ∈ I, S(i) 均成立.
证要: 记 J = {i ∈ I|S(i)不成立}, 假设 J 非空, 则 J 有最小元 J0, 现在由 (1),j0 6= i0, 于是

存在 i ≺ j, 现在由 j 的定义, 一切 i ≺ j 有 S(i) 成立, 但 S(j) 不成立, 与 (2) 矛盾. 故 J 为空集,
因此结论成立.
定义 0.2.6 设 X 是偏序集,X 的子集 S 的一个上界是指元素 x ∈ X(不必在 S 中), 满足
∀s ∈ S, s � x.

集合 X 本身的上界 (如果有的话) 称为 X 的一个极大元素.
Zorn 引理是用来寻找极大元素的:

Zorn 引理 设 X 是非空偏序集, 其中每一个链都有上界, 那么 X 有极大元素.
定理 0.2.3 下面三个陈述等价:

(1)Zorn 引理;
(2) 良序原理;
(3) 选择公理.
选择公理的陈述看起来是无害的, 但是与之等价的另外两个公理却显得并不那么自然.
我们将上述定理分为几个定理来证明 (定理 0.2.7, 定理 0.2.8 与定理 0.2.9).

定义 0.2.7 设 X 是全序集,c ∈ X, 集合

Sec(c) := {x ∈ X|x ≺ c}

称为 X 在 c 处的截.
引理 0.2.4 全序集 X 是良序的当且仅当 X 的每个截是良序的.

证要: 必要性显然, 因为良序集的每个子集都是良序的.
充分性: 设 X 的每个截都是良序的, 设 S 是 X 的非空子集, 若 S 只含一个元素, 显然其

有最小元. 因此不妨设 S 至少含 2 个元素 c, c′,X 是全序, 不妨设 c′ ≺ c, 现在 c′ ∈ Sc, 于是
S ∩ Sec(c) 6= ∅, 由于 Sec(c) 是良序集, 故 S ∩ Sec(c) 作为其子集也是良序的, 于是它有最小元 z,
易知 z 也是 S 的最小元. 故 X 是良序集.

良序子集的并不一定良序, 因此我们需要添加额外假设.
定义 0.2.8 设 B,C 都是偏序集 X 的子集, 则用

B ⊴ C
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表示 B = C 或存在 c ∈ C 使得 B = Sec(c).
显然 B ⊴ C 蕴含 B ⊂ C.

引理 0.2.5 设 {Si, i ∈ I} 是偏序集 X 的一族良序子集, 若对每对 i, j,B ⊴ C 与 C ⊴ B 必有一
个成立, 那么 S =

⋃
i∈I

Si 也是 X 的良序子集.

证要: 显然 S 是全序集, 据引理 0.2.4, 只需证明 S 的每个截 Sec(c), c ∈ S 是良序的. 现在存
在 i 使得 c ∈ Si, 设 s ∈ Sec(c), 则 s ≺ c, 现在存在 j 使得 s ∈ Sj , 若 Sj ⊴ Si, 则由定义 0.2.8 知
s ∈ Sj ⊂ Si, 若 Si ⊴ Sj , 且 Si 6= Sj , 则现在存在 u ∈ Sj 使得 Si = Sec(u) = {x ∈ Sj |x ≺ u},
于是 c ∈ Si 蕴含 c ≺ u, 现在 s ∈ Sj , s ≺ c ≺ u, 故 s ∈ Sec(u) = Si, 综上总有 s ∈ Si, 于是
Sec(c) ⊂ Si, 利用良序集 Si 的子集也是良序即得结论.
定义 0.2.9 如果良序集 X 的子集 A 满足 A 6= ∅, 且 x ∈ X, a ∈ A, x � a 蕴含 x ∈ A, 则称子
集 A 在 X 中是闭的.

下一个引理告诉我们良序集的闭子集要么是 X 要么是某个截.
引理 0.2.6 设 X 是良序集, 则 A 在 X 中闭当且仅当 A ⊴ X(即 A = X 或存在 c ∈ X 使
A = Sec(c)).
证要: 显然 X 与 Sec(c) 都是闭的.
现在, 设 A 是闭子集且 A 6= X, 则集合 S := {x ∈ X|x 6= A} 非空, 于是 S 有最小元 c. 由 c

的取法知 Sec(c) ⊂ A. 现在对 a ∈ A, 若 a � c, 则由 A 是闭的得出 c ∈ A, 矛盾! 故 a ≺ c, 于是
A ⊂ Sec(c), 综上, 只要 A 6= X 便有 A = Sec(c).
定理 0.2.7 Zorn 引理蕴含良序原理.

我们在抽象代数中已经用惯了 Zorn 引理, 所以这个证明应该比较自然.
证要:∅ 是良序的, 因其不含非空的无最小元的子集.
设 X 是非空集合, 我们定义 F 是一切有序对 (S,⊂) 的集合, 其中 S 是 X 的子集,⊂ 是使得

S 成为良序集合的二元关系. 现在我们需要在 F 上配置一个偏序关系, 我们定义

(S,⊂) � (S′,⊂′)

当且仅当下面两个条件之一成立: (1)S = S′ 且 ⊂=⊂′;
(2)S ⊂ S′, S 6= S′ 且 ⊂′ 限制在 S 上就是 ⊂, 并且存在 c ∈ S′ 使得 S = Sec(c).
显然这是一个偏序关系. 注意到若 S ⊂ S′ 则 S 可以看成 S′ 的子集且继承了 S′ 的偏序关系,

于是这个关系实际上是说 S ⊴ S′, 也是在说 S 是 S′ 的闭子集 (引理 0.2.6).
接下来, 由于只含一个元素的集合自然是良序集, 于是 F 非空. 限制设 T = {(Si. ⊂I), i ∈ I}

是 F 的一条链 (全序子集), 我们需要找到其一个上界. 现在定义 S =
⋃
i∈I

Si, 并给它一个偏序关

系 ⊂:x ⊂ y 当且仅当 ∃k ∈ I, x, y ∈ Si 且 x ⊂k y. 利用 T 是链不难证明该定义是合理的 (即
不依赖 k 的选取) 并且这是 S 上的一个全序. 现在注意到每个 ⊂i 都是 ⊂ 在 Si 上的限制, 于是
T = {Si, i ∈ I} 可以看成偏序集 S 的一族良序子集, 现在由 T 是链, 引用引理 0.2.5 便知 (S,⊂)

是良序集, 于是它在 F 中. 不难证明每个 Si 都在 S 中闭, 于是 (Si,⊂i) � (S,⊂). 于是 (S,⊂) 便
是这条链的上界.
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于是由 Zorn 引理,F 中含极大元素 (M,≤), 若存在 x ∈ X −M , 则在 M ′ =M ∪ {x} 上定义
≤′, 其中若 a, b ∈M , 则 a ≤′ b 当且仅当 a ≤ b, 并且对一切 a ∈M ′, a ≤′ x, 易知这是 M ′ 上的偏
序关系且使 M ′ 成为良序集, 且 M = Sec(x), 于是 (M,≤) ≺ (M ′,≤′), 这与极大元 (M,≤) 矛盾!

故 M = X, 因此 X 上有一个关系使得 X 成为良序集.
定理 0.2.8 良序原理蕴含选择公理.
证要: 这里需要说明一下我们如何构造函数. 函数 f : A → X 就是笛卡尔积 A ×X 的子集

f(仍用记号 f 表示),f 满足对每个 a ∈ A, 都有唯一的 x ∈ X 使得 (a, x) ∈ f . 于是构造 f 就是构
造 A ×X 的某个子集. 因此如果有一个具体法则, 那么便可以不借助选择公理构造函数, 如我们
可以定义直接子集 {(n, n+ 1)|n ∈ Z} 来构造 f(n) = n+ 1 的函数, 对一族群 {Gi, i ∈ I} 我们也
可以定义 f : I →

⋃
i∈I

Gi 使得 f = {(i, 1i)|i ∈ I}, 其中 1i 是 Gi 的单位元. 但是, 对于一般的集合

族 {Ai, i ∈ I}, 我们便无法给出一个具体法则.
现在, 设 A 是非空集合, 那么良序原理告诉我们 A 上有某个良序, 现在 A 的一切非空子集都

是良序集, 于是任意 B ∈ P (A)# 都有最小元素, 于是我们可以定义 β := {(B,B的最小元素|B ∈
P (A)#)},β 便是所需的选择函数.
定理 0.2.9 选择公理蕴含 Zorn 引理.
证要: 假设 X 满足 Zorn 引理的条件但没有极大元素. 设 A 是 X 的良序子集, 则 A 是链, 因

此 A 有上界 x, 但 x 不是极大元素, 故存在 y ∈ X 使得 x ≺ y, 因此每个良序子集 A 都有不在
A 中的上界. 令 W 表示 X 的一切良序子集的族, 对 A ∈W 定义 UA := {u是A的上界且u /∈ A},

则每个 UA 非空, 现在选择公理成立, 定理 0.2.1 告诉我们
UA∏
A∈W

非空, 取 g ∈
∏
A∈W

UA, 于是对

A ∈W, g(A) 是 A 的上界且 g(A) /∈ A.

令 c0 = g(∅). 称 X 的良序子集为 g-集, 如果 c0 ∈ C 且 ∀c ∈ C, c = g (C ∩ Sec(c)).
接下来我们证明一切 g-集的并是 g-集.
设 C,D均是 g-集,我们断言要么 C⊴D要么 D⊴C.令 Y 为满足 B⊴C 与 B⊴D的一切子集

B 的并,取 y ∈ Y ,那么存在 B 使得 y ∈ B,B⊴C,B⊴D,此时 B 在 C 中是闭的,若 a ∈ C, a � y,
那么 a ∈ B, 因此 a ∈ Y , 于是 Y 在 C 中是闭的. 同理:Y 在 D 中是闭的. 于是 Y ⊴C, Y ⊴D. 现
在如果 Y 6= C, Y 6= D, 那么存在 c ∈ C, d ∈ D 使得 Y = C ∩ Sec(c) = D ∩ Sec(d), 现在 C,D 是
g-集, 于是 c = g (C ∩ Sec(c)) = g(Y ) = g (D ∩ Sec(d)) = d, 此时易知 Y ∪ {c} = Y ∪ {d} 在 C,D

中是闭的, 由 Y 的定义知 Y ∪ {c} ⊂ Y, 与 c /∈ Y 矛盾!. 故 Y = C 或 D, 因此 C ⊴D 或 D ⊴ C.
设 Ω 是一切 g-集的并, 上述断言结合引理 0.2.5 知 Ω 是 X 的良序子集, 若 b ∈ Ω, 那么 b 属

于某个 g-集 C, 于是 c = g (C ∩ Sec(c)), 由于二者均为 g-集, 故要么 Ω ⊴ C, 要么 C ⊴ Ω, 现在
C ⊂ Ω, 故只能是 C ⊴ Ω, 于是 C ∩ Sec(b) = Ω ∩ Sec(b), 故 b = g (Ω ∩ Sec(b)), 于是 Ω 是一个
g-集. 但是 Ω ∪ {g(Ω)} 是不包含在 Ω 中的 g-集, 这样就导致了矛盾!
于是我们最初的假设不成立, 故 X 有极大元素.
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0.3 环, 模与代数补充
首先需要说明的是, 我们以后讨论的环都具有单位元, 并将单位元即为 1, 代数都是域上的代

数, 因此本节的结论具有一定的局限性.
定义 0.3.1 设 R 是一个含有单位元的环,A 是一个 Abel 群, 如果有一个二元运算 R × A → A,
对任意 r, s ∈ R, a, b ∈ A 满足:

(1)r(a+ b) = ra+ rb;
(2)(r + s)a = ra+ sa;
(3)r(sa) = (rs)a.
(4)1a = a.

则称 A 是环 R 上的左模或左 R-模. 如果 R 是除环, 则称 A 为 R 上的 (左) 向量空间 (或线
性空间).(由于域也是除环, 因此该定义与线性代数相符).

类似地可定义右模. 同时不难看出, 模可以作为向量空间的一个推广.
例 0.3.1 (1) 设 G 是一个 (加法)Abel 群, 对 a ∈ G,n ∈ Z, 定义 na 为 n 个 a 的和, 那么 G 成
为了一个左 Z-模.

(2) 设 R 是 S 的子环, 按环 S 上的乘法定义 rs(r ∈ R, s ∈ S), 则 S 成为一个左 R-模.
特别地, 环 R 上的多项式环 R[x1, x2, . . . , xm] 是左 R-模; 域 K 的扩域 F 也是 K 上的向量

空间.
若令 S = R, 则加法群 R 成为左 R-模, 称它为环 R 上的左正则模或左正则 R-模.
(3) 设 I 是 R 的一个左理想, 按 R 上的乘法定义 ra, r ∈ I, a ∈ R, 则 I 成为一个左 R-模.
考虑商群 L/I, 定义 r(r′ + I) = rr′ + I, r, r′ ∈ R, 则 R/I 成为一个左 R-模.(注意, 如果 I 不

是双边理想, 则 R/I 不一定能成为环).
例 0.3.2 设 R 是一个环, 考虑 Abel 群 Rop, 它作为加法 Abel 群与 R 相等, 在 Rop 上定义乘法
“◦”:

a ◦ b := ba

其中 ba 是环 R 中的乘法.
不难验证 Rop 构成一个环, 称其为 R 的反环 (opposite ring), 显然反环是相互的.
若 A 是一个左 R-模, 那么定义运算 ar := ra, r ∈ Rop, r ∈ R, a ∈ A 之后,A 成为了一个右

Rop-模. 特别地, 对交换环而言 R = Rop, 因此每一个交换环上的左模都自然地成为一个右模.
定义 0.3.2 设 K 是一个域,R 是一个环, 如果满足:

(1)(R,+) 构成域 K 上的向量空间;
(2)(ka)b = k(ab) = a(kb), ∀k ∈ K, a, b ∈ R;
则称 R 是域 K 上的一个代数或 K-代数. 向量空间 R 的维数称为代数 R 的维数, 环 R 的单

位元称为代数 R 的单位元.
定义 0.3.3 (1) 设 A,B 均为左 R-模, 若函数 f : A→ B 满足:

f(ra) = rf(a), ∀r ∈ R, a ∈ A; f(a+ b) = f(a) + f(b), ∀a, b ∈ A,
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则称 f 是从 A 到 B 的模同态或 R-同态. 群同态的核 ker f 称为模同态的核. 若 f 为双射, 则称
其为模同构或 R-同构, 此时称模 A 与模 B 同构, 记作 A ∼= B.

当 R 为除环时, 对应的 f 常称为线性映射.
(2) 设 A 与 B 都是域 K 上的代数, 如果映射 f : A→ B 满足:
(i)f 为域 K 上的线性映射;
(ii)f 为环同态;
(iii)f(1A) = f(1B), 即 f 将单位元映到单位元.
则称 f 为 A 到 B 的一个代数同态, 若 f 为双射, 则称 f 为代数同构.

例 0.3.3 (1) 域 K 上全体 n 元多项式构成 K-代数;
(2) 设 A 是域 K 上的一个代数, 如果 V 是环 A 上的左模, 则称 V 是代数 A 上的左模或左

A− 模.
此时, 如果定义 K 与 V 的纯量乘法为

kv := (k1K)v, ∀k ∈ K, v ∈ V

则 V 成为域 K 上的一个线性空间, 当 dimK V 为有限维时, 称 M 是有限维左 A-模.
不难证明, 该纯量乘法满足 a(kv) = k(av) = (ka)v, ∀a ∈ A, k ∈ K, v ∈ V.

(3) 设 A 是一个代数, 环 A 上的左正则模 A 称为代数 A 上的左正则模或左正则 A-模.
(4) 域 K 上全体 n 阶方阵构成的集合 Mn(K) 是域 K 上的代数;
(5) 设 V 是域 K 上的线性空间, 全体 V 到 V 的线性变换组成的集合 HomK(V, V ) 是域 K

上的代数, 当 dimK V = n 时, 它与 (3) 中的 Mn(K) 同构.
定义 0.3.4 设 A 是一个左 R-模, 若 B 是 A(作为加法 Abel 群) 的子群, 并且 ∀r ∈ R, b ∈ B 有
rb ∈ B, 则 B 也是一个左 R-模, 称其为 A 的子模.

向量空间的子模称为子空间.
例 0.3.4 (1) 设 f : A→ B 是 R-模同态, 那么 ker f 是 A 的子模,Imf 是 B 的子模. 若 C 为 B

的子模, 则 f−1(C) := {a ∈ A|f(a) ∈ C} 是 A 的子模.
(2) 考虑左正则 R-模,I 是其子模当且仅当 I 是环 R 的左理想. 这给出了子模与环的 (左) 理

想之间的一个关系, 基于此, 很多关于环的性质与关于模的性质可以互相对应.
定义 0.3.5 (1) 设 X 是左 R-模 A 的一个子集, 我们将 A 的所有包含 X 的子模的交称为由 X

生成的子模. 当 X 为有限集合时, 称该模是有限生成的.
(2)若 {Bi}i∈I 为一族子模,由X =

⋃
i∈I

Bi生成的子模称为 {Bi}i∈I 的和,当 I = {1, 2, . . . , n}

时, 记为 B1 +B2 + · · ·+Bn.
(3) 称由一个元素生成的模为循环模.

定义 0.3.6 设 B 为左 R-模 A 的子模, 在商群 A/B 上定义运算:

r(a+B) = ra+B, ∀r ∈ R, a ∈ A.

则 A/B 在该运算下构成左 R-模, 称为 A 对子模 B 的商模.
自然有满同态 πA→ A/B, π(a) = a+B.
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定理 0.3.1 设 f : A→ B 为 R-模同态,B,C 为 A 的子模,C 为 B 的子模, 那么:
(1)A/ ker f ∼= Imf , 同构映射为 a+ ker f 7→ f(a);
(2)B/(B ∩ C) ∼= (B + C)/C, 同构映射为 b+B ∩ C 7→ b+ C;
(3)B/C 是 A/C 的子模, 且 (A/C)/(B/C) ∼= A/B, 同构映射为 (a+ C) + (B/C) 7→ a+B.

证明与群的相应定理相同.
定义 0.3.7 设 {Ai}i∈I 是一列左 R-模, 设

∏
i∈I

Ai 为群 Ai 的直积,
∑
i∈I

Ai 为 Abel 群 Ai 的直和,

那么
(1) 在

∏
i∈I

Ai 上定义运算 r{ai}i∈I = {rai}i∈I , r ∈ R, 则
∏
i∈I

Ai 成为一个左 R-模, 称其为

{Ai}i∈I 的外直积;
(2) 在 (1) 的运算下,

∑
i∈I

Ai 成为
∏
i∈I

Ai 的子模, 称其为 {Ai}i∈I 的外直和;

在 I = {1, 2, . . . , n} 的情况下, 直积与直和相同, 通常记为 A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕ An.

定理 0.3.2 设 A,B 均为左 R-模, 用 HomR(A,B) 表示所有从 A 到 B 的模同态构成的集合, 对
f, g ∈ HomR 定义加法:

(f + g)(a) := f(a) + g(a),

则 HomR(A,B) 构成一个 Abel 群.
若取 B = A, 将映射的复合作为乘法, 那么 HomR(A,A) 便成为了一个具有单位元的环.

定理 0.3.3 设 A,A1, A2, . . . , An 均为左 R-模, 则 A ∼= A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕An 的充要条件为对每个
i ∈ {1, 2, . . . , n}, 存在模同态 πi : A→ Ai, ιi : Ai → A 满足:

(1)πiιi = 1Ai
, ∀1 ≤ i ≤ n;

(2)πiιj = 0, 若 i 6= j;

(3)ι1π1 + ι2π2 + · · ·+ ιnπn = 1A.

证要: 定义映射 π′
i : A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕An → Ai, π

′
i(a1, . . . , an) = ai, ι

′
i : Ai → A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕

An, ι
′
i(a) = (0, . . . , 0, a︸︷︷︸

第i位

, 0, . . . , 0).

必要性: 设 f 为 A 到 A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕ An 的同构映射, 令 πi = π′
if, ιi = f−1ι′i 即可.

充分性: 取 f = ι1π
′
1 + · · ·+ ιnπ

′
n 即可.

定理 0.3.4 设 A 为左 R-模,{Ai}i∈I 为一族左 R-模, 如果
(1)A 等于 {Ai}i∈I 的和;
(2) 对每个 j ∈ I, 记 A∗

j 为 {Ai}i∈I,i ̸=j 的和, 且 Aj
⋂
A∗
j = 0;

那么 A ∼=
∑
i∈I

Ai. 此时称 A 为 {Ai}i∈I 的内直和, 仍使用与外直和同样的符号. 以后内外直

和统称为直和, 读者可根据上下文作具体区分.
证要: 定义 f :

∑
i∈I

Ai → A, f({ai}i∈I) =
∑
i∈I

ai, 注意到 {ai}i∈I 中只有有限个非零, 故 f 为

良定义的.
不难验证 f 为模同态,(1) 告诉我们 f 为满射 (Imf = A),(2) 告诉我们 f 为单射 (ker f=0),

由此便得到同构.
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同时, 不难得到 A 是 {Ai}i∈I 的内直和当且仅当 A 中每个元素 a 都可以唯一地写成 a =

ai1 + ai2 + · · ·+ ain, it ∈ I, ait ∈ Ait, 1 ≤ t ≤ n, 且 it 两两不等.
定义 0.3.8 (1) 设 A 为左 R-模, 且 A 非零, 如果 A 没有非平凡的子模 (即 A 的子模只有 0 与
A), 则称 A 是不可约模 (或单模); 否则称 A 是可约模 (或非单模).

(2) 如果环 R 非零, 并且只有平凡的双边理想 0 与 R, 则称 R 为单环.
(3) 设 A 是域 K 上的代数, 如果环 A 是单环, 则称代数 A 是单代数.

例 0.3.5 (1) 每一个不可约模都是循环模, 反之不一定成立;
(2) 设 D 为除环, 则 D 是单环, 也是 D 上的左正则单模;
(3) 设 D 为除环, 则 D 上所有 n× n 矩阵构成的环 R = Mn(D), 记 Ik := {(aij) ∈ R|aij =

0(j 6= k)}, 1 ≤ k ≤ n, 易知 Ik 为 R 的左理想, 并且左 R-模 Ik 是单模, 因此 n ≥ 1 时左正则 R

模不是单模. 但 R 是单环, 因此除环 D 上的有限维向量空间 V 到自身全体可逆线性映射构成的
环是单环.

证要:(1) 设 a ∈ A 非零, 则 Ra 为 A 的子模且 Ra 非零, 故 R = Ra 为循环模; 反例取
R = Z, A = Z6 即可;

(2) 注意到 D 上的非零元都是单位;
(3) 这是线性代数的题.

引理 0.3.5(Schur) 设左 R-模 A 是单模,B 是任意左 R-模, 那么:
(1) 任意非零模同态 f : A→ B 都是单同态;
(2) 任意非零模同态 g : B → A 都是满同态;
(3) 环 D = HomR(A,A) 是除环.
证明:(1) 注意到 ker f 6= A,A 是单模, 故 ker f = 0;
(2) 注意到 Img 6= 0, A 是单模, 故 Img = A;
(3) 任取 D 中非零元 h, 由 (1)(2) 知 h 为模同构, 则 h−1 存在且也为模同构, 故 D 中任意非

零元都是单位, 故 D 为除环.
定义 0.3.9 (1) 设 A 是左 R-模, 如果对于 A 的每一个子模 B, 都存在 A 的子模 C, 使得
A = B ⊕ C, 则称 A 是完全可约的或半单的.

(2) 设 R 是域 K 上的有限维代数, 如果每一个左 R-模都是完全可约的, 则称 R 是半单的;
下述定理给出了完全可约模的结构.

定理 0.3.6 (1) 域 K 上代数 R 的完全可约左模 A 的子模也是完全可约的;
(2) 设 R 是 K-代数, 则有限维完全可约左模一定可以分解为有限多个不可约子模的直和.
证明类比定理 1.2.2 与 1.2.4 的有限维情况.(奇怪的引用, 不过鉴于这是第二章的前置而非第

一章的前置, 也就无所谓了).
定义 0.3.10 (1) 设 e 为环 R 中的元素, 如果 e2 = e 6= 0, 则称 e 为幂等元. 如果两个幂等元满
足 e1e2 = e2e1 = 0, 则称它们正交. 若幂等元 e 不能表示成两个正交的幂等元之和, 则称它是本
原的;

(2) 集合 Z(R) := {r ∈ R|rx = xr, ∀x ∈ R} 称为环 R 的中心, 显然 Z(R) 是 R 的子环;
(3) 若幂等元 e 满足 e ∈ Z(R), 则称 e 是中心幂等元. 如果中心幂等元 e 不能表示为两个正

交的中心幂等元之和, 则称其为本原的.
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定义 0.3.11 (1) 环 R 的左理想如果能表示为 R 的两个非零左理想的直和, 则称 I 是可分解的,
否则称 I 是不可分解的.

(2) 环 R 的双边理想如果能表示为 R 的两个非零双边理想的直和, 则称 I 是可分解的, 否则
称 I 是不可分解的.

(3) 设 I 为环 R 的左理想, 如果对任意满足 0 ⊂ J ⊂ I 的左理想 J , 有 J = 0 或 J = I, 则称
I 是极小的;

(4) 设 I 为环 R 的双边理想, 如果对任意满足 0 ⊂ J ⊂ I 的双边理想 J , 有 J = 0 或 J = I,
则称 I 是极小的.
定理 0.3.7 设 R 是含有单位元的环.

(1)(i) 若 R 能分解为有限多个非零左理想的直和 R = I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ In, 设 1 = e1 +

e2 + · · · + en, ei ∈ Ii(1 ≤ i ≤ n), 那么 e1, e2, . . . , en 是 R 的一组两两正交的幂等元, 并且
Ii = Rei(1 ≤ i ≤ n);

(ii) 若 e1, e2, . . . , em 是 R 的一组两两正交的幂等元, 令 e = e1 + e2 + · · · + en, 那么有左理
想的直和分解 Re = Re1 ⊕Re2 ⊕ · · · ⊕Rem.

(2)(i) 若 R 能分解为有限多个非零双边理想的直和 R = I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ In, 设 1 = e1 +

e2 + · · · + en, ei ∈ Ii(1 ≤ i ≤ n), 那么 e1, e2, . . . , en 是 R 的一组两两正交的中心幂等元, 并且
Ii = Rei, ei 为环 Rei 的单位元 (1 ≤ i ≤ n);

(ii) 若 e1, e2, . . . , em 是 R 的一组两两正交的中心幂等元, 令 e = e1 + e2 + · · · + en, 那么有
双边理想的直和分解 Re = Re1 ⊕Re2 ⊕ · · · ⊕Rem.

证要:(1)(i) 注意到 1 = e1 + e2 + · · · + en, 于是 ei = eie1 + eie2 + · · · + eien, ei = 0 + 0 +

· · ·+ ei + · · ·+ 0 是 ei 的两种分解, 且 eiej ∈ Ij , 由直和知分解式是唯一的, 因此必有

eiej = δijei =

ei, i = j

0, i 6= j

因此 e1, e2, . . . , en 是 R 的一组两两正交的幂等元.
显然 Rei ⊂ Ii. 任取 a ∈ Ii, a 6= 0, 那么 a = ae1 + ae2 + · · ·+ aen = 0+ 0+ · · ·+ a+ · · ·+0,

因此 a = aei ∈ Aei, 故 Ii ⊂ Aei, 于是 Ii = Rei.
(ii) 利用 e = e1 + e2 + · · ·+ en 易得 Re ⊂ Re1 +Re2 + · · ·+Rem.

注意到 a1e1 + · · ·+ anen = (a1e1 + · · ·+ anen)e ∈ Ae(由幂等性与正交性直接计算即可).
于是 Re = Re1 +Re2 + · · ·+Rem.

若 a = a1e1 + · · ·+ anen = b1e1 + · · ·+ bnen 是两种分解, 右乘 ej 便知 ajej = bjej , 故分解
式唯一, 因此为直和.

(2) 与 (1) 类似.
推论 0.3.8 (1) 设 e 6= 1 是环 R 的幂等元, 则左理想 Re 是不可分解的当且仅当 e 是本原的;

(2) 设 e 6= 1 是环 R 的中心幂等元, 则双边理想 Re 是不可分解的当且仅当 e 是本原的.
证要:(1) 必要性: 若有分解 e = e1 + e2, 则由定理 0.3.7 知 Re = Re1 ⊕Re2, 矛盾!
充分性: 若 e 本原, 假设有分解 Re = I1 ⊕ I2, 设 e = e1 + e2.
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注意到 e2 = e, (1− e)2 = 1− e, e(1− e) = 0, 因此幂等元 e, 1− e 相互正交, 结合定理 0.3.7
便有

R = Re⊕R(1− e) = R(1− e)⊕ I1 ⊕ I2.

并且 1 = (1− e) + e = (1− e) + e1 + e2, 再利用定理 0.3.7 便知 e1, e2 是正交的幂等元, 这与 e 本
原矛盾, 故 Re 不可分解.

(2) 与 (1) 类似.
上述定理与推论说明, 环 R 分解为不可分解的左 (双边) 理想的直和等价于 R 的单位元分解

为两两正交的本原 (中心) 幂等元直和.
定理 0.3.9 环 R 的两个本原中心幂等元要么相等要么正交.
证要: 设 e1, e2 为 R 的两个本原中心幂等元. 不难证明 (e1e2)

2 = e1e2, (e1(1 − e2))
2 =

e1(1− e2), (e2(1− e1))
2 = e2(1− e1).

并且 e1 = e1e2 + e1(1 − e2), e2 = e1e2 + (1 − e1)e2, 因此由本原性知要么 e1e2 = 0, 要么
e1(1− e2) = e2(1− e1) = 0,

因此要么 e1e2 = 0, 要么 e1 = e2.

推论 0.3.10 如果环 R 的单位元 1 可以表示成两两不等的本原中心幂等元 e1, e2, . . . , en 之和,
那么 e1, e2, . . . , en 是 R 的全部本原中心幂等元.

证要: 反证. 若存在本原中心幂等元 f 不在分解式内, 则 f 与每个 ei 均正交, 因此

f = 1f = e1f + · · ·+ enf = 0,

这是一个矛盾.
下述定理指出了有限维半单代数的不可约子模的一部分性质.

定理 0.3.11 (1) 设 A 是域 K 上有限维半单代数, 那么左正则模 A 可以分解为有限多个不可约
子模的直和

A = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Ln;

从而 A 的单位元可分解为 A 的一组两两正交的本原幂等元之和

1 = e1 + e2 + · · ·+ en, ei ∈ Li, 1 ≤ i ≤ n,

且 Li = Aei, 1 ≤ i ≤ n.

(2) 每一个不可约左 A-模都同构于 (1) 中直和分解式中某一个不可约子模, 从而每一个不可
约左 A-模都是有限维的. 这说明 (1) 中的直和分解式在同构意义下给出了所有的不可约左 A 模
(可能有重复).
证要:(1) 由定理 0.3.6 知分解式存在, 注意到子模 Li 均是环 A 的左理想, 因此该分解也是环

A 到其不可分解的左理想的直和分解, 由定理 0.3.7 与推论 0.3.8 便得到所需的全部结论;
(2) 设 M 是 A 的一个不可约子模, 取 x ∈M,x 6= 0,

注意到 Aeix := {aeix|a ∈ A} 是 M 的子模, 而 M 不可约, 因此 Aeix = 0 或 M .
考虑映射 fi : Aei → Aeix, fi(aei) = aeix, a ∈ A. 则 fi 是良定义的模满同态. 由于 Aei 不可

约, 因此 ker fi = 0 或 Aei.
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注意到 x = 1x = e1x+ · · ·+ enx, x 非零, 故一定有一个 ej 使得 ejx 不为 0, 此时 ker fj = 0

且 Aejx =M,, 于是 fj 为模同构, 即 M ∼= Aej .
定理 0.3.12 设 A 是环 R 上的非零左模, 则下述条件等价:

(1)A 是完全可约的;
(2)A 是一族不可约子模的和;
(3)A 是一族不可约子模的 (内) 直和.
证要:(1)⇒(3)⇒(2): 类比定理 1.2.2, 定理 1.2.3 与定理 1.2.4.
(2)⇒(3): 设 A 是 {Bi}i∈I 的和. 考虑满足 J ⊂ I, J 非空, 且 {Bj}j∈J 的和为直和的全体 J

构成的集合 S, 利用 Zorn 引理不难证明 S 中有一个极大元, 我们仍用 J 来表示这个极大元. 显
然
∑
j∈J

Bj ⊂ A. 接下来, 对任意 i ∈ I, 由 Bi 不可约知 Bi ∩ (
∑
j∈J

Bj) = Bi 或 0. 若等于 0, 则

J ∪ {i} ∈ S, 与 J 极大矛盾. 故 Bi ∩ (
∑
j∈J

Bj) = Bi, 因此 Bi ⊂
∑
j∈J

Bj , ∀i ∈ I. 因此 A ⊂
∑
j∈J

Bj .

证毕.
(3)⇒(1) 设 A =

∑
i∈I

Bi. 对子模 B, 有 B ∩ Bi = Bi 或 0(由 Bi 是单群). 若对每个 i 都

有 B ∩ Bi = Bi, 则 B = A, 显然成立. 否则, 利用 Zorn 引理找到满足如下条件的极大元

J ⊂ I:{Bj}j∈J 的和为直和且 B
⋂∑

j∈J
Bj

 = 0. 类比前一小问的方法证明 A = B ⊕
∑
j∈J

Bj 即

可.
下述定理是对定理 0.3.11(1) 的补充.

定理 0.3.13 设 A 是域 K 上的有限维代数, 则下述条件等价:
(1)A 是半单的;
(2) 左正则 A-模 A 是完全可约的;
(3) 环 A 的每一个非零左理想都由一个幂等元生成;
(4) 左正则模 A 可以分解为有限多个不可约子模的直和

A = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Ln;

并且 A 的单位元可分解为 A 的一组两两正交的本原幂等元之和

1 = e1 + e2 + · · ·+ en, ei ∈ Li, 1 ≤ i ≤ n,

且 Li = Aei, 1 ≤ i ≤ n.

证要:(1)⇒(2) 显然.(2)⇒(4) 利用定理 0.3.11, 注意到该定理第一部分的证明中只需用到左正
则 A-模 A 完全可约.(4)⇒(2) 即为定理 0.3.12.

(2)⇒(3) 设 L 是 A 的非零左理想, 且 L 6= A(否则 L 由 1 生成), 则 L 是左正则模 A 的非零
子模, 因此存在非零子模 L′ 使得 A = L⊕ L′, 由定理 0.3.7 便得 L 是由一个幂等元生成的.

(3)⇒(2) 设 L 是 A 的子模, 则 L 为环 A 的左理想, 于是存在幂等元 e 使得 L = Ae, 于是有
分解 A = L⊕A(1− e), 故左正则模 A 完全可约.
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(4)⇒(1) 取非零的左 A-模 M, 取 x ∈ M 非零, 则 x = 1x = e1x + · · · + enx ∈
n∑
i=1

Aeix, 于

是 M =
∑
x∈X

n∑
i=1

Aeix. 不难证明 Aei ∼= Aeix, 得到 Aeix 不可约, 引用定理 0.3.12 便得到 M 完

全可约, 因此 A 半单.
接下来我们将给出有限维半单代数的不同构的不可约左模的个数.

定义 0.3.12 设 A 是环 R 上的左模.
(1)A 的子模的递降子列

A = A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An

称为 A 的一个正规列 (normal series), 商模 Ai/Ai+1, i = 0, 1, . . . , n − 1 称为正规列的因子 (fac-
tors), 正规列中所有真包含的个数 (也就是所有非平凡因子的个数) 称为正规列的长度 (length);

(2) 正规列的一个改良 (refinement) 是指通过在原正规列中插入有限个子模形成的一个新正
规列, 一个真改良 (proper refinement) 是指改良后的正规列长度大于原正规列 (忽略我的英语渣
翻译);

(3) 如果两个正规列的所有非平凡的因子能够一一配对使得对应的因子同构, 则称这两个正
规列等价, 显然, 这是一个等价关系, 且必要条件是正规列的长度相等;

(4) 如果 (1) 中正规列满足 An = 0(结束于子模 0) 且每一个因子都是单模 (不可约), 则称该
正规列是合成列 (composition series).

为了弄清正规列的一个相互关系, 需要一个引理:
引理 0.3.14(Zassenhaus) 设 C∗, C,D∗, D 都是左 R-模 A 的子模, 且 C∗ 是 C 的子模,D∗ 是
D 的子模, 则有模同构

(C∗ + (C ∩D))/(C∗ + (C ∩D∗)) ∼= (D∗ + (C ∩D))/(D∗ + (C∗ ∩D)).

证要: 记 M = (C∗ ∩D) + (C ∩D∗), 考虑映射

f : C∗ + (C ∩D) → (C ∩D)/M, f(a+ b) = b+M,a ∈ C∗, b ∈ C ∩D.

验证 f 良定义, 是模同态, 且 ker f = C∗ + (C ∩D∗), 由模同态基本定理 (定理 0.3.1) 便得

(C∗ + (C ∩D))/(C∗ + (C ∩D∗)) ∼= (C ∩D)/M.

同理有
(D∗ + (C ∩D))/(D∗ + (C∗ ∩D)) ∼= (C ∩D)/M

, 于是
(C∗ + (C ∩D))/(C∗ + (C ∩D∗)) ∼= (D∗ + (C ∩D))/(D∗ + (C∗ ∩D)).

定理 0.3.15(Jordan-Hölder) (1) 模 A 的任意两个正规列都存在等价的改良;
(2) 如果模 A 存在合成列, 那么任意两个合成列等价.
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证明:(1) 设 A 有两个正规列 A = A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An, A = B0 ⊃ B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃
Bm. 并令 An+1 = Bm+1 = 0.

命 Ai,j := Ai+1 + (Ai ∩ Bj), 0 ≤ i ≤ n + 1, 0 ≤ j ≤ m + 1, 则有 Ai = Ai,0 ⊃ Ai,1 ⊃ · · · ⊃
Ai,m+1 = Ai+1.

于是我们便得到了第一个正规列的一个改良.
同理, 命 Bi,j := Bi+1 + (Bi ∩Aj), 0 ≤ i ≤ m+ 1, 0 ≤ j ≤ n+ 1 便能得到第二个正规列的一

个改良.
两个改良都含有 (m+1)(n+1)项,对Ai, Ai+1, Bi, Bi+1引用 Zassenhaus引理知Ai,j/Ai,j+1

∼=
Bi,j/Bi+1,j .

因此两个改良等价.
(2) 注意到合成列不存在真改良, 因此其任意改良都与自己等价, 于是 (2) 成为 (1) 的直接推

论.
下面的定义和定理给出了模 A 有合成列的充要条件, 不过与我们主线无关, 仅作为补充.

定义 0.3.13 设 A 是环 R 上的左模.
(1) 若对 A 的任意 (无穷) 子模升链 A1 ⊂ A2 ⊂ . . . , 一定存在正整数 n 使得对任意 i ≥ n 均

有 Ai = An, 则称 A 满足 (子模) 升链条件 (ascending chain condition, 简记为 ACC), 或称 A 是
Noether 模;

(2) 若对 A 的任意 (无穷) 子模降链 A1 ⊃ A2 ⊃ . . . , 一定存在正整数 n 使得对任意 i ≥ n 均
有 Ai = An, 则称 A 满足 (子模) 降链条件 (descending chain condition, 简记为 DCC), 或称 A

是 Artin 模.
定理 0.3.16 非零模 A 有合成列当且仅当 A 既满足 ACC 又满足 DCC.

证要: 必要性: 设 A 有合成列, 且长度为 n, 由定理 0.3.15(Jordan-Hölder) 知 A 的所有合成
列长度均为 n, 且任何正规列长度不超过 n.

但是, 如果 A 不满足 ACC(DCC), 则 A 必然有无穷升 (降) 链使得每一个包含都是真包含,
取其中 n+ 1 项便得到一个长度为 n+ 1 的正规列, 矛盾!

充分性: 设 A 既满足 ACC 又满足 DCC.
对 A 的任意非零子模 B, 定义 S(B) 为所有满足 C ⊂, C 6= B 的子模 C 构成的集合, 并定义

S(0) = {0}. 显然, 非零模 B 是单模当且仅当 S(B) = 0.
利用 ACC 的条件与 Zorn 引理不难证明对每个 B,S(B) 都有一个极大元 B′.(注意, 这是满

足 ACC 的模的性质, 模 A 满足 ACC 当且仅当其任意非空子模集合都有极大元).
设 S 为 A 的所有子模的集合, 运用选择公理便知存在一个函数 f : S → S, f(B) = B′. 显然

f(B) = B 当且仅当 B = 0.

令 B = A0 = A, 记 Ai+1 = f(Ai), i ≥ 0, 归纳地定义了一列子模, 且有 A0 ⊃ A1 ⊃ . . . .
利用 DCC 便知, 存在最小的 n 使得任意 j ≥ n 都有 Aj = An. 于是得到正规列 A0 ⊃ A1 ⊃

· · · ⊂ An. 目的是证明它就是合成列.
注意到 f(An) = An, 故 An = 0. 对 i < n, f(Ai) 6= Ai, 故 Ai 与 Ai/Ai+1 非零.
考虑因子 Ai/Ai+1, 注意到其子模与模 Ai 的包含 Ai+1 的子模一一对应 (读者可类比商群的

类似结论), 结合 Ai+1 的极大性便知 Ai/Ai+1 没有真子模, 因此它是单群.
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证毕.
接下来我们回到主线.
定理 0.3.15(2) 给出了定理 0.3.11 中直和分解的唯一性 (同构意义下)

定理 0.3.17 设 A 是域 K 上的有限维半单代数, 那么左正则 A-模 A 到不可约子模的两种直和
分解式中不可约子模的个数相同, 并且两种直和分解式中的不可约子模能用某种方式配对, 使得
对应的不可约子模是同构的.

证要: 考虑分解式 A = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Ln, 那么有正规列

A = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Ln ⊃ L2 ⊕ · · · ⊕ Ln ⊃ · · · ⊃ Ln ⊃ 0.

利用模同态基本定理不难证明 (Li⊕ · · ·⊕Ln)/(Li+1 ⊕ · · ·⊕Ln) ∼= Li, 由此知每个因子都是单模.
于是该分解给出了一个合成列, 因子恰为分解中出现的所有不可约子模, 利用定理 0.3.14 即可.

由此可知在左正则 A-模 A 的上述分解中, 与某个子模 Li 同构的不可约子模个数是不随分
解式改变的, 称这个数目为 Li 在 A 中的重数.

同样地, 直和分解式中所有不同构的子模个数也是与分解式无关, 这就是所有不同构的不可
约左模的个数, 接下来我们将对其进行研究.
引理 0.3.18 设 A 是域 K 上的有限维半单代数,L 和 L′ 是环 A 的两个极小左理想.

(1) 若 L ∼= L′, 则 LL′ = L′;
(2) 若 L � L′, 则 LL′ = 0.
此处左理想的同构意味着它们作为环 A 的左模同构.
证要:LL′ ⊂ L′, L′ 是极小左理想, 故 LL′ = L′ 或 0.
(1) 设有同构 σ. 任取 x ∈ L′, 则存在 x ∈ L 使得 x′ = σ(x). 由定理 0.3.12 知存在 A 的幂等

元 e 使得 L = Ae, 那么存在 a ∈ A 使 x = ae. 因此

x′ = σ(x) = σ(ae) = aσ(e) = aσ(ee) = aeσ(e) = xσ(e) ∈ LL′.

故 L′ ∈ LL′, 因此 LL′ = L′.

(2) 考虑逆否命题, 设 LL′ 不为零, 那么只能是 LL′ = L′ 6= 0. 因此存在 x′ ∈ L′ 使得左理想
Lx′ 6= 0. 但 Lx′ ⊂ L′,L′ 是极小的. 故 Lx′ = L′. 于是可定义映射

f : L→ L′, f(x) = xx′.

不难验证 f 为满的模同态, 且 ker f ⊂ L. 但 L 极小,ker f 6= L, 故 ker f = 0, 由此便得到同构.
定理 0.3.19 设 A 是域 K 上的有限维半单代数, 则环 A 由到它的极小双边理想的直和分解

A = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕ An,

从而
1 = e1 + e2 + · · ·+ en, ei ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ n.

其中 e1, e2 . . . , en 为 A 的两两不等的本原中心幂等元, 并且 Ai = Aei 为单环 , ei 是 A 的单位
元,1 ≤ i ≤ n. 于是所有不同构的不可约左模的个数等于 A 的本原中心幂等元的个数.
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证要:A 设到它的极小左理想的一个直和分解式为

A = L11 ⊕ · · · ⊕ L1m1
⊕ · · · ⊕ Lsms

,

其中 Lij ∼= Lkt 当且仅当 i = k.

命 Ai = Li1 ⊕ Li2 ⊕ · · · ⊕ Limi
, 1 ≤ i ≤ s 为 A 的左理想.

利用引理 0.3.18 便知对 i 6= k 有 AiLkt = 0, 于是 AiAk = 0. 于是对 xj ∈ Aj , a = a1 + · · ·+
as, ai ∈ Ai 便有 xja = xjaj ∈ A. 因此 Ai 也是右理想, 故 Ai 为双边理想.

设 I ∈ Ai 是 A 的非零双边理想, 那么 I 必然是左理想, 因此 I 包含 A 的一个极小左理想 L,
设 L ∼= Lkt, 若 K 6= i, 便得 LktL ⊂ AkAi = 0, 故 Lkt = 0, 矛盾! 故 k = i, 但 LLit = Lit. 而 I

同时是右理想, 故 Lit = LLit ⊂ I, ∀t. 故

Ai =

mi∑
t=1

Lit ⊂ I.

从而 I = Ai, 这说明 I 是极小的. 余下便是引用定理 0.3.7, 推论 0.3.8 与推论 0.3.10 了.
注 定理中的 Ai 是单环, 它的单位元是 A 的本原中心幂等元 ei, 1 ≤ i ≤ s.

证要: 只需证明 Ai 的双边理想一定是 A 的双边理想即可. 第二个结论由定理 0.3.7 推出.
接下来研究有限维半单代数的不可约子模的维数满足的条件.
首先请读者回忆引理 0.3.5(Schur).

定理 0.3.20(Wedderburn) 设 A 是域 K 上的有限维单代数,I 是环 A 的极小左理想, 令
D = HomA(I, I), 则

(1)D 是除环,I 是除环 D 上的有限维左线性空间,D 是域 K 上的有限维线性空间, 并且有等
式

dimK I = (dimK D)(dimD I);

(2) 有域 K 上的代数同构

A ∼= HomD(I, I) ∼=Mn(D
op)

, 其中 n = dimD I,Mn(D
op) 为 D 上全体 n 阶方阵构成的集合.

证要:(1) 由引理 0.3.5 便知 D 是除环.
注意到 A 是域 K 上的线性空间, 而 I 是 A 的子集, 也是 Abel 群, 注意到 I 是左理想, 那么

k ∈ K,x ∈ I 有 kx = (k1A)x ∈ I, 因此 I 对 K 上的数乘封闭, 于是 I 成为线性空间 (K,A) 的子
空间, 用 (K, I) 表示. 由 A 是有限维的知 dimK I 有限.

定义运算:D × I → I, dx := d(x), d ∈ D,x ∈ I, 即 d 数乘 x 的值等于模同态 d 作用在 x 上
的像, 这个运算使得 (D, I) 成为左线性空间. 取线性空间 (K, I) 的一组基 {αi}ni=1, 那么对任意

x ∈ I 有 x =

n∑
i=1

kiαi, ki ∈ K,对每个 ki,定义 di : I → I, di(x) = kix,则 di ∈ D,且 x =

n∑
i=1

diαi,

于是集合 {αi}ni=1 生成线性空间 (D, I), 说明 dimD I 有限.
定义运算 K × D → D, (kd)(x) := d(kx) = d((k1A)x) = (k1A)d(x) = kd(x), k ∈ K, d ∈

D,x ∈ I. 于是 D 成为 K 上的线性空间, 记作 (K,D).
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考虑 (K,D) 上的线性无关集合 X = x1, . . . , xm, 再去 (D, I) 的一组基 {βj}lj=1 考察集合

Y={xiβj |, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ l},设 kij ∈ K 使得
m∑
i=1

l∑
j=1

kijxiβj = 0,于是
l∑

j=1

(
m∑
i=1

kijxi

)
βj =

0, 由 {βj}lj=1 线性无关知
m∑
i=1

kijxi = 0, 再由 X 线性无关知 kij = 0, 故集合 Y 线性无关. 但是

dimK I 有限, 故 mdimD I = ml ≤ n = dimK I. 这说明 dimK D 有限. 若取 {γt}st=1 为 (K,D)

的一组基, 则与前面的证明相同, 得出 {γtβj |1 ≤ t ≤ s, 1 ≤ j ≤ l} 线性无关, 但这个集合生成
(K, I), 因此 dimK I = (dimK D)(dimD I).

(2)定义运算K×HomD(I, I) → HomD(I, I), (kf)(x) := k(f(x)), k ∈ K, f ∈ HomD(I, I), x ∈
I. 则 HomD(I, I) 成为域 K 上的代数.

对 b ∈ A, 定义映射 bL : I → I, bL(x) = bx, x ∈ I, 则 bL(dx) = b(d(x)) = d(bx) =

d(bL(x)), b ∈ A, d ∈ D,x ∈ I, 故 bL ∈ HomD(I, I).
于是, 令 σ : A→ HomD(I, I), σ(b) = bL, 不难证明 σ 是代数同态.kerσ 是 A 的双边理想, 但

A 是单环,1I ∈ Imσ, 故只能是 kerσ = 0, 即 σ 是单同态.
定义 AL := {bL|b ∈ A} = Imσ, 目的是证明 HomD(I, I) ⊂ AL. 由于 AL 包含了 HomD(I, I)

的单位元 σ(1A), 因此只需证明 AL 为左理想. 取 f ∈ HomD(I, I), bL ∈ AL, 考虑 fbL. 由 A 单不

难证明 IA = A, 于是 A 中元素均可写为 a =

m∑
i=1

riai, ri ∈ I, ai ∈ A, 于是有

fbL(a) =

m∑
i=1

f(briai).

考虑映射 τi : I → I, τi(x) = xriai, 则 τi ∈ D, 于是 f(briai) = f(τib) = τi(f(b)) = f(b)riai. 综合
以上两式便有 fbL(a) = f(b)a = (f(b))La, 这说明 fbL ∈ AL, 因此 AL 是左理想, 故命题成立.

对下一个同构, 设 {xi}ni=1 是 HomD(I, I) 一组基, 那么对 f ∈ HomD(I, I), 存在矩阵 A :=

(aij)n×n 使得 f(xj) =

n∑
i=1

ajixj . 定义 δ := HomD(I, I) → Mn(D
op), δ(f) = A, 余下便是计算问

题了.
定理 0.3.21 设 D 是除环, 则 Mn(D) 是单环, 并且有到它的彼此同构的极小左理想的直和分解

Mn(D) =Mn(D)E11 ⊕Mn(D) =Mn(D)E22 ⊕ · · · ⊕Mn(D) =Mn(D)Enn,

其中 Eii 表示在 (i, i) 处取 1(D 的单位元), 其余取 0 的矩阵, 并且极小左理想的个数等于矩
阵的阶数 n.

这个定理的证明是普通的线性代数内容, 我们不再赘述.
由前述多个定理便得到

推论 0.3.22 设 A 是域 K 上的有限维单代数,I 是 A 的一个极小左理想, 令 D = HomA(I, I),
则 A 有到它的彼此同构的极小左理想的直和分解, 其中极小左理想的个数等于 dimD I.

定理 0.3.23 设 A 是域 K 上的有限维半单代数,A 到它的极小左理想的一个直和分解式为

A = L11 ⊕ · · · ⊕ L1m1
⊕ · · · ⊕ Lsms

,
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其中 Lij ∼= Lkt 当且仅当 i = k.

令:

Ai = Li1 ⊕ Li2 ⊕ · · · ⊕ Limi , i = 1, 2, . . . , s;

Di = HomAi
(Li1, Li1), i = 1, 2 . . . , s;

ni = dimDi
(Li1), i = 1, 2, . . . , n

ñi = dimK(Li1), i = 1, 2 . . . , s.

则 Li1 在 A 中的重数 mi = ni(i = 1, 2, . . . , s), 从而

dimK A =

s∑
i=1

niñi.

其中 s 为 A 的本原中心幂等元的个数.
这是对前面许多定理的综合.

引理 0.3.24(Schur) 设 A 是代数闭域 K 上的代数,V 是有限维不可约左 A-模, 令 D =

HomA(V, V ), 则
D = K1V ∼= K.

于是 D 是一个域.
证要: 对 d ∈ D,x ∈ V, k ∈ K, 有 d(kx) = d((k1A)x) = (k1A)d(x) = kd(x), 于是 d ∈

HomK(V, V ). 由于 K 为代数闭域, 那么域 K 上的线性变换 d 有特征值 λ ∈ K. 考虑特征子空间
Vλ, 对 a ∈ A, v ∈ Vλ, 有 d(av) = ad(v) = a(λv) = λ(av), 故 av ∈ Vλ, 这说明 Vλ 是左 A− 模, 但
Vλ ⊂ V 且非零, 故 Vλ = V , 故 d = λ1V ∈ K1V . 由此不难得出 D = K1V ∼= K.

定理 0.3.25 设 A 是代数闭域 K 上的有限维半单代数, 记号同定理 0.3.23, 则有环同构

Di
∼= K, i = 1, 2, . . . , s,

从而 mi = ni = dimK(Li1), 并且

dimK A =

s∑
i=1

[dimK(Li1)]
2,

其中 s 为 A 的本原中心幂等元的个数.
于是所有不同构的不可约左 A-模的维数的平方和等于 A 的维数.
第二章的铺垫就此结束.

0.4 张量积

本节提供第四章所需的张量积知识.
定义 0.4.1 设 A 是环 R 上的右模,B 是环 R 上的左模,C 是 (加法)Abel 群, 如果映射 f :

A×B → C 满足:
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(1)f(a+ a′, b) = f(a, b) + f(a, b′);
(2)f(a, b+ b′) = f(a, b) + f(a, b′);
(3)f(ar, b) = f(a, rb);
则称 f 是从 A×B 的一个平衡映射.
注意, 我们设 A 是右模是为了保证 (3) 的合理性.

定义 0.4.2 设 A是环 R 上的右模,B 是环 R 上的左模,C 是 (加法)Abel群,如果存在一个 Abel
群 D 和一个从 A × B 到 D 的平衡映射 t, 使得对任一平衡映射 f : A × B → C, 都存在唯一的
群同态 f∗, 使得 f = f∗t, 即下图可交换

A×B D

C

t

f∗f

则称 (D, t) 为 A 与 B 的一个张量积, 将 D 记为 A⊗R B, 将 (a, b) 在平衡映射下的像 t(a, b) 记
为 a⊗ b.

下述定理给出了张量积的存在性和 (同构意义下的) 唯一性, 其中唯一性的方法在很多场合
通用.
定理 0.4.1 定义 0.4.2 中的张量积存在且在同构意义下唯一.

证要:存在性:设 G是集合 A×B 生成的自由 Abel群,设 H 是 G的由下述元素生成的子群

(a+ a′, b)− (a, b)− (a′, b)

(a, b+ b′)− (a, b)− (a, b′)

(ar, b)− (a, rb)

令 D = G/H,t : A×B → D, t(a, b) := (a, b) +H, 由 H 的构造知 t 为平衡映射. 不难证明 (D, t)

便是我们所需要的张量积.
唯一性是显然的, 因为张量积 A⊗R B 是一个泛映射问题的解.

注 (1) 由该定理的构造不难知道张量积满足如下运算律

(a+ a′)⊗ b = a⊗ b+ a′ ⊗ b

a⊗ (b+ b′) = a⊗ b+ a⊗ b′

(ar)⊗ b = a⊗ (rb).

其中 a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B, r ∈ R.

(2)由我们的构造方式,显然集合 {a⊗ b|a ∈ A, b ∈ B}是 A⊗RB 的一组生成元,但其通常不
构成一组基, 因此 A⊗R B 中每个元素都能写成

∑
i

ai ⊗ bi 的形式, 但写法并不是唯一的. 因此我

们在定义从 A⊗R B 到某个群 C 的同态映射 f 时, 不能直接通过定义 f 在 {a⊗ b|a ∈ A, b ∈ B}
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上的值定义 f , 这样无法保证 f 定义的合理性. 为了合理地定义 f , 我们通常选择利用定义 0.4.2
先定义 A×B 到 C 的平衡映射, 再利用张量积的定义得到 f .

附加一些条件就能使张量积成为一个模.
定义 0.4.3 设 S,R 是两个环, 若 Abel 群 A 既是左 S-模又是右 R-模, 且满足

(sm)r = s(mr), ∀s ∈ S,m ∈ A, r ∈ R,

那么称 A 是 (S,R)-双模.
例 0.4.1 (1) 每个环 R 都是 (R,R)-双模;

(2) 设 R 是交换环, 那么左 R-模 A 在如下运算 ar := ra 下成为右 R-模与 (R,R)-双模. 右
R-模也在类似的运算下成为左 R-模与 (R,R)-双模;

(3) 对任意环 R, 左 R-模 A 都是 (R,Z)-双模, 其中 an, a ∈ A,n ∈ Z 定义为 n 个 a 的和. 同
样地, 右 R-模也是 (Z, R) 双模.
定理 0.4.2 条件同定义 0.4.2.

(1) 若 A 是 (S,R)-双模, 那么 A⊗R B 是左 S-模.
(2) 若 B 是 (R,S)-双模, 那么 A⊗R B 是右 S-模.
证要: 只证 (1),(2) 类似.
我们需要给出 S ×A⊗R B 到 A⊗R B 的一个映射. 对 s ∈ S, 定义

fs :A×B → A⊗R B

(a, b) 7→ (sa)⊗ b.

容易验证 f 是一个平衡映射, 因此由定义 0.4.2 存在唯一的群同态 ψs : A⊗R B → A⊗R B 满足
fs = ψst.

现在定义 s

(∑
i

ai ⊗ bi

)
:= ψs

(∑
i

ai ⊗ bi

)
, 注意到 ψs 是合理定义的, 因此这个运算是合

理定义的.
接下来不难验证 A⊗RB 在上述运算下成为左 S-模,并且该运算满足 s(a⊗b) = (sa)⊗b, ∀s ∈

S, a ∈ A, b ∈ B.

定理 0.4.3 设 f : A → A′ 是右 R-模同态,g : B → B′ 是左 R-模同态, 那么存在唯一的群同态
φ : A⊗R B → A⊗R B 满足

φ(a⊗ b) = f(a)⊗ g(b), ∀a ∈ A, b ∈ B.

记这个 φ 为 f ⊗ g.
证要: 仍然是老套路. 定义

ψ :A×B → A′ ⊗R B′

(a, b) 7→ f(a)⊗ g(b).

显然这是一个平衡映射,于是由定义 0.4.2,存在唯一的群同态 φA⊗RB → A′⊗RB′ 满足 ψ = φt.
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此时 φ(a⊗ b) = (φ ◦ t)(a, b) = ψ(a, b) = f(a)⊗ g(b), 于是 φ 满足题设.
至于唯一性, 注意到集合 {a⊗ b|a ∈ A, b ∈ B} 是 A⊗R B 的一组生成元, 因此 φ 的值被它在

所有 a⊗ b 上的取值唯一确定.
定理 0.4.4 设 A,A′, A′′ 都是右 R-模,B,B′, B′′ 都是左 R-模, 且有模同态

f : A→ A′, f ′ : A′ → A′′, g : B → B′, g′ → B′′,

那么
(f ′ ⊗ g′)(f ⊗ g) = (f ′f)⊗ (g′g).

证要: 注意到二者均将 a⊗ b 映为 (f ′f)(a)⊗ (g′g)(b), 因此由定理 0.4.2 中的唯一性即知二者
相等.
推论 0.4.5 若定理 0.4.3 中 f, g 均是模同构, 则 f ⊗ g 是 Abel 群同构.
证要: 容易验证 1A ⊗ 1B = 1A⊗RB 是 A⊗R B 上的恒等映射, 于是由

(f ⊗ g)(f−1 ⊗ g−1) = (ff−1)⊗ (gg−1) = 1′A ⊗ 1′B = 1A′⊗RB′

(f−1 ⊗ g−1)(f ⊗ g) = (f−1f)⊗ (g−1g) = 1A ⊗ 1B = 1A⊗RB

知 f ⊗ g 是群同构.
下面是张量积的基本性质:

定理 0.4.6(交换律) 设 R 是交换环,A,B 是 R-模, 那么有 R-模同构

A⊗R B ∼= B ⊗R A.

证要: 由于 R 是交换环, 因此 A,B 自然是 (R,R)-双模, 于是定理 0.4.2 告诉我们 A⊗R B 与
B ⊗R A 都是 (R,R)-双模.
现在定义

f :A×B → B ⊗R A

(a, b) 7→ b⊗ a.

容易验证这是一个平衡映射.(注意到 ar = ra, br = rb, a ∈ A, b ∈ B, r ∈ R, 见例 0.4.1(2)). 于是
由定义 0.4.2, 存在唯一的群同态 φ : A⊗R B → B ⊗R A 满足 f = φt.
此时 φ(a⊗ b) = (φ ◦ t)(a, b) = f(a, b) = b⊗ a.
类似地, 存在群同态 ψB ⊗R A→ A⊗R B 满足 ψ(b⊗ a) = (a⊗ b).
容易验证 φ ◦ψ 是 B ⊗R A 上的恒等映射,ψ ◦φ 是 A⊗R B 上的恒等映射, 于是 φ 是群同构.
由 φ(r(a⊗ b)) = φ((ra)⊗ b) = b⊗ (ra) = (br)⊗ a = (rb)⊗ a = r(b⊗ a) = rφ(a⊗ b) 不难知

道 φ 也是左 R-模同构, 同理 φ 是右 R-模同构, 于是命题成立.
定理 0.4.7(结合律) 设 A 是右 R-模,B 是 (R,S)-双模,C 是左 S-模, 那么有 Abel 群同构

(A⊗R B)⊗S C ∼= A⊗R (B ⊗S C).
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如果 A 是 (H,R)-双模, 那么上述同构还是左 H-模同构; 若 C 是 (S,L)-双模, 那么该同构还是右
L-模同构.

证要:由定理 0.4.2知 (A⊗RB)是右 S-模,因此 (A⊗RB)⊗SC 有意义,同样地,A⊗R(B⊗SC)
也有意义.

证明的思路是定义从 A×B × C 到某个 Abel 群 G 的平衡映射 f :

f(a+ a′, b, c) = f(a, b, c) + f(a′, b, c)

f(a, b+ b′, c) = f(a, b, c) + f(a, b′, c)

f(a, b, c+ c′) = f(a, b, c) + f(a, b, c′)

f(ar, b, c) = f(a, rb, c)

f(a, bs, c) = f(a, b, sc).

其中 a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B, c, c′ ∈ C, r ∈ R, s ∈ S.

然后证明 (A⊗R B)⊗S C 与 A⊗R (B ⊗S C) 都是如下泛映射问题的解:
存在 Abel 群 D 与平衡映射 t : A × B × C → D 使得对任意 Abel 群 G 与平衡映射

f : A×B × C → G, 存在唯一的群同态 φ : D → G 满足 f = φ ◦ t, 即下图交换:

A×B × C D

G

t

φf

不难证明 (A⊗RB)⊗SC 与 A⊗R (B⊗SC)都是上述泛映射问题的解,因此它们 (作为 Abel群)同
构.并且对 (A⊗RB)⊗SC 来说 t(a, b, c) = (a⊗b)⊗c,对 A⊗R(B⊗SC)来说 t′(a, b, c) = a⊗(b⊗c),
于是同构映射将 (a⊗ b)⊗ c 映为 a⊗ (b⊗ c).

当 A 是 (H,R)-双模时只需验证上述同构也是左 H-模同构即可. 另外一个结论也是类似.
张量积保持直和:

定理 0.4.8 (1) 设 A 是右 R-模, 再给定一族左 R-模 {Bi, i ∈ I}, 那么有 Abel 群同构

A⊗R

(∑
i∈I

Bi

)
∼=
∑
i∈I

A⊗R Bi.

若 A 是 (S,R)-双模, 那么该同构还是左 S-模同构; 若每个 Bi 都是 (R,H)-双模, 那么该同构还
是右 H-模同构.

(2) 给定一族右 R-模 {Ai, i ∈ I}, 设 B 是左 R-模, 那么有 Abel 群同构(∑
i∈I

Ai

)
⊗R B ∼=

∑
i∈I

Ai ⊗R B.

若每个 Ai 都是 (S,R)-双模, 那么该同构还是左 S-模同构; 如果 B 是 (R,H)-双模, 那么该同构
还是右 H-模同构.
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证要: 只证 (1) 中的群同态.

f : A×

(∑
i∈I

Bi

)
→
∑
i∈I

A⊗R Bi, f(a, {bi}i∈I) = {a⊗ bi}i∈I 是平衡映射, 因此据定义 0.4.2

存在唯一的群同态 φ : A⊗R

(∑
i∈I

Bi

)
→
∑
i∈I

A⊗R Bi 满足 φ(a⊗ {bi}i∈I) = {a⊗ bi}i∈I .

另一方面, 对每个 i ∈ I, 据直和的定义, 可将 Bi 看成
∑
i∈I

Bi 的子模, 设 λi : Bi →
∑
i∈I

Bi 是

相应的包含映射 (即 λi(b)的第 i个坐标为 b其余坐标为 0),那么有平衡映射 gi : A×Bi → A⊗R(∑
i∈I

Bi

)
使得 gi(a, b) = a⊗λi(b),于是据张量积定义存在群同态 ψi : A⊗RBi → A⊗R

(∑
i∈I

Bi

)
满足 ψi(a⊗b) = a⊗λi(b).于是据 Abel群的直和的泛性质,存在唯一的群同态 ψ :

∑
i∈I

A⊗RBi →

A⊗R

(∑
i∈I

Bi

)
满足 ψ 限制在子群 A⊗R Bi 上即是 ψi, 并且 ψ({a⊗ bi}i∈I) = a⊗ {bi}i∈I .

容易验证 φ 和 ψ 互为逆映射, 它们便是我们需要找的同构.
下面是一个常用的小结论.

定理 0.4.9 (1) 设 B 是左 R-模, 那么有左 R-模同构 R⊗R B ∼= B;
(2) 设 A 是右 R-模, 那么有右 R-模同构 A⊗R R ∼= R.
证要: 只证 (1).
由于 R 是 (R,R)-双模, 因此 R⊗R B 是左 R-模.
有平衡映射 f : R×B, f(r, b) = rb, 因此由定义 0.4.2 存在唯一的群同态 g : R⊗R B → B 满

足 g(r ⊗ b) = rb, 显然这也是左 R-模同态.
现在有左 R-模同态 h : B → R⊗R B, h(b) = 1⊗ b, 容易验证 g, h 互为逆映射, 因此是同态.
接下来考虑域 K 上线性空间的张量积. 由于域是交换环, 因此每个线性空间都是 (K,K)-双

模, 因此线性空间的张量积自然是线性空间. 我们在高等代数课程中学习了双线性映射, 它自然也
是一种平衡映射 (注意此处 K 的乘法交换性是不可少的, 否则只能定义平衡映射而不能定义双线
性映射).

下面一个定理实际上是通常的线性代数或者高等线性代数中对线性空间的张量积的定义, 这
个定理说明我们在定义 0.4.2 中定义的张量积与之一致.
定理 0.4.10 设 V,W 是域 K 上的线性空间, 那么张量积 V ⊗K W 是下述泛映射问题的解 D:
存在线性空间 D 与双线性映射 t : V ×W → D, 使得对于任意线性空间 C 与双线性映射

f : V ×W → C, 存在唯一的线性映射 g : D → C 满足 f = g ◦ t, 即下图交换:

V ×W D

C

t

G
f

证要: 取 D 是定义 0.4.2 中的张量积 V ⊗K W 与平衡映射 t, 定理 0.4.2 告诉我们它其实是



CHAPTER 0. 部分预备知识 25

一个线性空间, 并且容易知道 t 其实就是一个双线性映射 (因为 kt(a, b) = k(a⊗ b) = (ka)⊗ b =

(ak) ⊗ b = t(ak, b)). 现在 f 是平衡映射,C 是 Abel 群, 因此据定义 0.4.2 存在 Abel 群同态
g : V ⊗K W → C, 然后在验证这个 g 是线性映射即可.

线性空间有基有维数, 同时有限维线性空间之间的线性变换是与矩阵对应的.
定理 0.4.11 设 V,W 是域 K 上的有限维线性空间,那么 (dimK V )(dimKW ) = dim(V ⊗KW ).
取 V 的一组基 {vi, 1 ≤ i ≤ s},W 的一组基 {wj , 1 ≤ j ≤ t}, 那么 {vi ⊗ wj , 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t}
是线性空间 V ⊗K W 的一组基.

证要: 依题意 dimKW = t, 于是有线性同构 W ∼=
t∑

j=1

K, 利用定理 0.4.8 与定理 0.4.9 知

V ⊗K W ∼= V ⊗K

 t∑
j=1

K

 ∼=
t∑

j=1

V ⊗K K ∼=
t∑

j=1

V , 于是 dim(V ⊗K W ) = dim

 t∑
j=1

V

 =

tdimK V = (dimK V )(dimKW ) = st.
现在 {vi ⊗ wj , 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t} 至多含有 st 个元素, 如果能证明其线性无关, 那么这个

集合恰好含有 st 个线性无关的元素, 结合 dim(V ⊗K W ) = st 知这个集合必是一组基.

现在设
s∑
i=1

t∑
j=1

kij(vi ⊗ wj) = 0, kij ∈ K, 于是
s∑
i=1

 t∑
j=1

kijvi

⊗ wj = 0, 记 cj =

t∑
j=1

kijvi,

现在有一个神奇的寄巧, 设 W ∗ 为 W 的对偶空间, 考虑 W 关于基 {wj , 1 ≤ j ≤ t} 的对偶基
{w∗

j , 1 ≤ j ≤ t}, 即 w∗
j (wi) = 0, 当 i 6= j,w∗

j (wj) = 1. 设 1V 是 V 上的恒等映射, 再令 g 是定理
0.4.9 中的同构映射, 即 g : V ⊗K K → K, g(v ⊗ k) = vk = kv, 此时

0 = (g ◦ (1⊗ w∗
j ))

(
t∑
i=1

ci ⊗ wi

)
=
∑
i=1

g((1⊗ w∗
j )(ci ⊗ wi))

= g(ci ⊗ 1)

= ci.

于是对每个 i 有
t∑

j=1

kijvi = 0, 由 {vi, 1 ≤ i ≤ s} 是一组基便得到 kij = 0. 于是 {vi ⊗wj , 1 ≤ i ≤

s, 1 ≤ j ≤ t} 线性无关.
最后是关于矩阵的定理.

定理 0.4.12 设 V, V ′,W,W ′是域K上的有限维线性空间,dimK V = s, dimK V
′ = s′, dimKW =

t, dimKW
′ = t′, 设有线性映射 f : V → V ′, g : W → W ′, 在四个线性空间中分别取定一

组基 {vi, 1 ≤ i ≤ s},{v′i, 1 ≤ i ≤ s′},{wj , 1 ≤ j ≤ t},{w′
j , 1 ≤ j ≤ t′}, 设 f, g 对应的矩阵为

A = (aij)s′×s, B = (bij)t′×t,那么线性映射 f⊗g 在基 {vi⊗wj , 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t},{v′i⊗w′
j , 1 ≤
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i ≤ s′, 1 ≤ j ≤ t′} 下对应的矩阵为
a11B a12B . . . a1sB

a21B a22B . . . a2sB

. . . . . . . . . . . .

as′1B as′2B . . . as′sB


将该矩阵记为 A⊗B, 称其为矩阵 A 与 B 的 Kronecker 积.

证要: 直接计算即可

0.5 环、模与代数再补充

本节内容主要为第五章第 3 节作补充.
定义 0.3.13 中已经给出了 Noether 模与 Artin 模的定义, 接下来给出环的相应定义.

定义 0.5.1 考虑环 R.
(1) 若对 R 的任意左理想升链 I1 ⊂ I2 ⊂ . . . , 一定存在正整数 n 使得一切 i ≥ n 都有

Ii = In, 则称 A 满足左理想的升链条件 (ACC), 或称 A 是左 Noether 环;
(2)(1) 若对 R 的任意左理想降链 I1 ⊃ I2 ⊃ . . . , 一定存在正整数 n 使得一切 i ≥ n 都有

Ii = In, 则称 A 满足左理想的降链条件 (DCC), 或称 A 是左 Artin 环.
类似地可定义右 Noether 环与右 Artin 环. 注意交换环中左、右、双边理想相同, 因此直接

称交换环 R 是 Noether 或 Artin 环而不必区分左右.
我们先给出一点例子:

例 0.5.1 (1) 域 K 上的有限维代数 A 是左、右的 Noether、Artin 环;
(2) 整数环 Z 是 Noether 环但不是 Artin 环;

(3) 形如
(
a 0

b c

)
, 其中 a ∈ Z, b, c ∈ Q 的矩阵构成左 Noether 环而非右 Noether 环;

(4) 形如
(
a b

0 c

)
, 其中 a ∈ Q, b, c ∈ R 的矩阵构成右 Artin 环而非左 Artin 环.

(5) 交换 Noether 环 R 上的多项式环 R[x1, . . . , xn] 是 Noether 环.
证要:(1) 注意 A 的左、右理想都是域 K 上的有限维线性空间, 而理想的严格包含关系蕴含

线性空间的严格包含关系, 进一步蕴含着维数的严格递增或递减, 而 A 是有限维的, 故这样的严
格包含关系至多有 dimK A 个;

(2)Z 是主理想整环, 因此第一个结论是下一个定理的特殊情况;
Z 有理想的严格降链 (2) ⊃ (22) ⊃ (23) ⊃ . . . , 故不为 Artin 环.
(3) 记这个环为 R.

注意到

(
0 0

n 0

)(
a 0

b c

)
=

(
0 0

na 0

)
, 于是 In =


 0 0

m

2n
0

∣∣∣∣m ∈ Z

 是右理想,

且 In 真包含于 In+1, 于是有右理想的无穷升链 I1 ⊂ I2 ⊂ . . . , 故这个环不是右 Noether 环.
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定义 f : R → Z, f

(
a 0

b c

)
= a, 显然这是一个环同构, 并且 f 将 R 的左理想 I 映射为 Z

的理想 f(I).
假设有 (无穷) 左理想升链 I1 ⊂ I2 ⊂ . . . , 那么便有 Z 的理想升链 f(I1) ⊂ f(I2) ⊂ . . . ,(2)

告诉我们 Z 是 Noether 环, 于是存在 n 使得对一切 i ≥ n 满足 f(Ii) = f(In),Z 是主理想整环,

故存在正整数 m 使得 f(In) = (m), 令 J = f−1((m)) =

{(
km 0

b c

)∣∣∣∣k ∈ Z, b, c ∈ Q

}
, 于是

Ii ⊂ J(i ≥ n). 注意到 m ∈ f(Ii), 故对每个 k ∈ Z, 存在 b, c 使得

(
km 0

b c

)
∈ Ii. 现在令

Bi =

{
|s||s ∈ Z,存在c 6= 0, b ∈ Q使得

(
sm 0

b c

)
∈ Ii

}

(i) 若 Bi = ∅, 那么 Ii ⊂

{(
km 0

b 0

)∣∣∣∣k ∈ Z, b ∈ Q

}
. 取 b′ ∈ Q 使得

(
m 0

b 0

)
∈

Ii, 那么对每个 b ∈ Q, k ∈ Z, 有

(
km 0

b 0

)
=

(
k 0

m−1b 0

)(
m 0

b′ 0

)
∈ Ii, 故 Ii ={(

km 0

b 0

)∣∣∣∣k ∈ Z, b ∈ Q

}
.

(ii) 若 Bi 非空, 因其是自然数集的非空子集, 故其有最小元 t ≥ 0. 接下来我们证明必有
1 ∈ Bi.

注意到

(
km 0

b c

)
∈ Ii 当且仅当

(
|k|m 0

b c

)
∈ Ii, 于是若 t ≥ 2, 那么存在 c 6= 0, b, b′ ∈

Q 使得

(
tm 0

b c

)
∈ Ii,

(
(t− 1)m 0

b′ 0

)
∈ Ii, 相减便得

(
m 0

b− b′ c

)
∈ Ii, 于是 1 ∈ Bi,

与 s ≥ 2 矛盾! 故总有 s = 0 或 1, 若 s = 0 但 1 6= Bi, 那么存在 c 6= 0, b, b′ ∈ Q 使得(
0 0

b c

)
∈ Ii,

(
m 0

b′ 0

)
∈ Ii, 两式相减便得

(
m 0

b′ − b −c

)
∈ Ii, 故 1 ∈ Bi, 矛盾! 于是若

s = 0 则必有 1 ∈ Bi.

综上:1 ∈ Bi, 于是存在 c′ 6= 0, b′ ∈ Q 使得

(
m 0

b′ c′

)
∈ Ii, 于是对一切 k ∈ Z, b, c ∈ Q 有(

km 0

b c

)
=

(
k 0

m−1(b− b′c′−1c) c′−1c

)(
m 0

b′ c′

)
∈ Ii, 故 Ii = J .

综上, 对任意 i ≥ n,Ii 只有两种可能的取值, 且 (i) 中的取值真包含于 (ii) 中的取值, 据此不
难得出一定有某个 n′ ≥ n, 使得对一切 i ≥ n′, Ii = In′ , 这说明 R 是左 Noether 环.

(4) 记这个环为 R.

注意到

(
a b

0 c

)(
0 x

0 0

)
=

(
0 ax

0 0

)
. 注意到 R 是 Q 上的无穷维线性空间, 取其一

组基 X, 在 X 中取一列互不相同的数 {xi, i ∈ Z+}, 记 Vn 是由 X − {x1, . . . , xn} 生成的 Q-线性

空间, 那么 Vn+1 真包含于 Vn, 此时 In :=

{(
0 vn

0 0

)∣∣∣∣vn ∈ Vn

}
是左理想, 且 In+1 真包含于
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In, 于是有左理想的无穷降链 I1 ⊃ I2 ⊃ . . . , 故此环不是左 Artin 环.
通过一系列麻烦但不是很难的讨论可以知道, 环 R 的右理想形如:

0, R, J1 =

{(
a b

0 0

)∣∣∣∣a ∈ Q, b ∈ R

}
, J2 =

{(
0 b

0 0

)∣∣∣∣b ∈ R

}
, J3 =

{(
0 0

0 c

)∣∣∣∣c ∈ R

}
, J4 ={(

0 b

0 c

)∣∣∣∣b, c ∈ R

}
, 以及 Jb,c =

{(
0 bd

0 cd

∣∣∣∣d ∈ R

)}
, bc 6= 0. 并且 Jb,c 与 Jb′,c′(bb

′cc′ 6= 0)

要么相等要么互相不包含.
现在假设 R 不是右 Artin 环, 那么有右理想无穷降链 I1 ⊃ I2 ⊃ . . . , 不妨设每个包含关系都

是真包含, 现在 Jb,c(bc 6= 0) 的性质告诉我们形如 Jb,c 的理想至多在这个降链中出现一次, 现在
其他的右理想一共只有有限个, 而该降链中任意两个理想互不相等, 因此除去 Jb,c 之外的其他右
理想也只能出现有限次, 这边与无穷降链矛盾! 故 R 是右 Artin 环.

(5) 这是著名的 Hilbert 基定理, 在交换代数与代数几何中非常重要, 我们将它的证明放在后
面 (见定理 0.5.3).

接下来两个定理给出了环 R 成为 Noether 环或 Artin 环的充要条件:
定理 0.5.1 环 R 上如下三个条件等价:

(1)R 是 Noether 环;
(2)R 的每个左理想的非空族包含极大元素;
(3)R 的每个左理想都是有限生成的.
证要:(1)⇒(2): 用反证法, 假设 R 有一个左理想非空族 S 无极大元素, 取 I1 ∈ S, 由于 S 无

极大元素, 故存在 I2 ∈ S, 以及真包含 I1 ⊂ I2, 同样取 I3 使得有真包含 I2 ⊂ I3, 不断取下去得到
I1 ⊂ I2 ⊂ . . . , 每一个包含都是真包含, 与 (1) 矛盾! 故假设不成立, 即 (1) 蕴含 (2);

(2)⇒(3): 设 I 是 R 的一个左理想, 假设 I 不是有限生成的, 取 a1 ∈ I,I 不是有限生成, 故
存在 a2 ∈ I − (a1), 同样取 a3 ∈ I − (a1, a2), 不断下去得到一列 {an} 满足 an ∈ I, an+1 /∈
(a1, . . . , an), 考虑由 (a1), (a1, a2), . . . , (a1, . . . , an), . . . 构成的左理想的族, 由 (2) 知它有某个极
大元素 (a1, . . . , am), 但这与 (a1, . . . , am, am+1) 真包含 (a1, . . . , am) 矛盾!

(3)⇒(1): 设有左理想升链 I1 ⊂ I2 ⊂ . . . , 令 I =

+∞⋃
j=1

Ij , 易知 I 为左理想, 由 (3),I 有限生成,

设 I = (a1, . . . , am),ai ∈ I, 故存在 ni 使得 ai ∈ Ini
, 令 n = max

1≤i≤m
ni, 则 ai ∈ In, 1 ≤ i ≤ m, 故

I ⊂ In, 于是任意 n ≥ i 有 In ⊂ Ii ⊂ I ⊂ In, 即 Ii = In, 故 R 为 Noether 环.
定理 0.5.2 环 R 上如下两个条件等价:

(1)R 是 Artin 环;
(2)R 的每个左理想的非空族包含极小元素.
证要:(1)⇒(2): 同上一个定理即可.
(2)⇒(1): 设有左理想降链 I1 ⊃ I2 ⊃ . . . , 由 (2), 集合 S = {I1, I2, . . . , Im, . . . } 有极小元素

In, 易知对一切 i ≥ n 有 Ii = In, 故 R 为 Artin 环.
定理 0.5.3 左 Noether(Artin) 环的商环也是左 Noether(Artin) 环.

证要: 用商环的理想的对应定理即可.
我们先解决例 0.5.1 的 (5), 不过它与我们的主线并没有关系. 首先我们还需要一个引理
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引理 0.5.4(H.Sarges) 交换环R是Noether环的充要条件是对任意一列元素 a1, a2, . . . , an . . . ,

存在正整数 m 使得 am+1 =

m∑
i=1

riai, ri ∈ R.

证要:必要性:考虑理想升链 (a1) ⊂ (a1, a2) ⊂ (a1, a2, a3) ⊂ . . . ,存在 m使得 (a1, . . . , am) =

(a1, . . . , am+1), 故 am+1 ∈ (a1, . . . , am), 因此 am+1 =

m∑
i=1

riai, ri ∈ R;

充分性:反证法,假设 R不是 Noether环,则有理想严格升链 I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ,取 an ∈ In+1−In,

依题意,存在正整数 m使得 am+1 =

m∑
i=1

riai, ri ∈ R,这说明 am+1 ∈ Im,这与 am+1 ∈ Im+1− Im

矛盾!
定理 0.5.5(Hilbert 基定理) 设 R 是交换 Noether 环, 则多项式环 R[x1, . . . , xn] 也是交换
Noether 环.

证要 (H.Sarges): 注意到 R[x1, . . . , xn] = R[x1, . . . , xn−1][xn], 故只需对 n = 1, 即对 R[x] 的
情况证明. 反证法, 设 R[x] 有一个非有限生成的理想 I, 则 I 6= 0, 于是 I 包含一个次数最小的多
项式 f0(x), 注意到 I 非有限生成, 因此 I − (f0(x)) 非空, 故其包含一个次数最小的多项式 f1(x),
不断归纳地定义:I − (f0(x), . . . , fn(x)) 非空, 定义 fn+1(x) 为 I − (f0(x), . . . , fn(x)) 中次数最低
的多项式. 由构造方法知 deg f0 ≤ deg f1 ≤ deg f2 . . . .

记 an 为 fn(x) 首项系数, 由引理 0.5.4 存在正整数 m 使得 am+1 =

m∑
i=1

riai, ri ∈ R. 再令

di = deg fi, 作多项式

f(x) := fm+1(x)−
m∑
i=1

rix
dm+1−difi(x),

注意到 deg f < deg fm+1 且 f(x) ∈ I − (f0(x), . . . , fm(x)), 这便与 fm+1(x) 次数最低矛盾.
故假设不成立, 因此 R[x] 是 Noether 环, 归纳便得 R[x1, . . . , xn] 也是交换 Noether 环.
接下来讨论一种特殊的理想:

定义 0.5.2 设 R 是环, 定义 J(R) 为 R 中一切极大左理想的交, 称 J(R) 为 R 的 Jacobson 根.
若 J(R) = 0, 则称 R 是 Jacobson 半单的.

注 后面我们将会证明,J(R) 也等于 R 的所有极大右理想的交, 因此上述定义中并不需要区分左
右. 实际上 J(R) 还是双边理想.

还是举两个例子.
例 0.5.2 (1) 整数环 Z 是 Jacobson 半单环;

(2) 设 K 为域, 则环 R = Matn(K) 是 Jacobson 半单的.
证要:(1) 注意到 Z 中的极大理想是 (p), p 为素数即可.
(2) 用 Cl 表示第 l 列以为 0 的矩阵, 由高等代数知识不难证明 Cl 是 R 的极大左理想, 于是

J(R) ⊂
n⋂
l=1

Cl = 0.

定理 0.5.6 设 R 是环, 则下面三个条件等价:
(1)x ∈ J(R);
(2) 对每个 r ∈ R, 1− rx 有左逆;
(3) 对每个极大左理想 I, x(R/I) = 0(等价地, 对每个单左 R-模 M ,xM = 0).
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证要:(1)⇒(2): 反证, 设 r ∈ R 使 1− rx 无左逆, 则左理想 R(1− rx) 不等于 R, 故它包含于
某个极大左理想 I 中, 于是 1− rx ∈ R(1− rx) ⊂ I, 但 x ∈ J(R) ⊂ I, 故 1 = (1− rx) + rx ∈ I,
故 I = R, 矛盾!

(2)⇒(3): 首先易知模 M 是单模当且仅当存在极大左理想 I 使得 M ∼= R/I(左 R-模同构).
设单模 M 满足 xM 6= 0, 那么存在 m ∈ M 满足 xm 6= 0, 于是子模 Rxm 6= 0, 但 M 为单

模, 故 Rxm =M , 因此存在 r ∈ R 使得 m = rxm, 即 (1− rx)m = 0, 但由 (2),1− rx 有左逆, 故
m = 0, 矛盾!

(3)⇒(1): 由 x(R/I) = 0 知 x + I = x(1 + I) = 0, 故 x ∈ I, 而 I 取遍所有极大左理想, 故
x ∈

⋂
I为极大左理想

= J(R).

为探究 Jacobson 根的性质, 我们需要一些其它的定义.
定义 0.5.3 设 I 是环 R 的一个左理想, 若存在正整数 m 使得 Im = 0, 则称 I 是幂零的.

下面两个命题描述了幂零左理想与 Jacobson 根的关系:
定理 0.5.7 设 R 是环,I 是幂零左理想, 则 I ⊂ J(R).

证要: 设 x ∈ I, Im = 0, 由 I 为左理想知任意 r ∈ R 有 (rx)m ∈ Im, 故 (rx)m = 0, 故 rx 为
幂零元, 故 1− rx 为左可逆, 于是由定理 0.5.6 知 x ∈ J(R), 故 I ⊂ J(R).
定理 0.5.8 若 R 是左 Artin 环, 则 J(R) 幂零.
证要: 将 J(R) 简记为 J . 自然要考虑左理想降链 J ⊃ J2 ⊃ . . . ,R 是 Artin 环蕴含着存在

n, Jn = J2n, 令 I = Jn, 则 I = I2, 目的是证明 I = 0.
假设 I 6= 0, 设 S 是满足 IB 6= 0 的一切左理想 B 的族, 由 I2 = I 6= 0 知 I ∈ S, 故 S

非空, 于是由定理 0.5.2 知 S 包含极小元素 B0 ∈ S, 取 b ∈ B0 使得 Ib 6= 0, 显然 b 6= 0. 于是
I(Ib) = I2b = Ib 6= 0, 故 Ib ⊂ B0, Ib ∈ S, 但 B0 极小, 故 Ib = B0, 但 b ∈ B0, 于是存在 x ∈ I 使
得 xb = b, 于是 (1− x)b = 0, 但 x ∈ I ⊂ J = J(R), 故由定理 0.5.6,(1− x) 有左逆, 于是 b = 0,
矛盾!

故 Jn = I = 0, 故 J(R) 幂零.
由上述两个定理立即得到:

推论 0.5.9 设 R 是 Artin 环, 则 J(R) 等于一切幂零左理想的并.
定理 0.5.10 设 R 是 Artin 环, 则左理想 I 幂零当且仅当 I 中每一个元素幂零.
证要: 必要性显然.
充分性: 设 I 中每一个元素幂零, 考虑理想降链 I ⊃ I2 ⊃ . . . , 一定存在 n 使得 In = I2n, 假

设 In 6= 0, 利用定理 0.5.8 中类似的证明, 存在 b 6= 0, x ∈ I 使得 (1 − x)b = 0.(注意定理 0.5.8
中与此相关的证明只用了 Artin 环的条件), 据题意,x 幂零, 故 1 − x 可逆, 因此 b = 0, 矛盾! 故
In = 0, 即 I 幂零.
前面我们说过 J(R) 是双边理想, 下面我们将会对其进行证明.

定义 0.5.4 设 M 是环 R 上的左模, 定义 M 的零化子为

ann(M) := {a ∈ R|对一切m ∈M有am = 0}.

显然零化子是 R 中的双边理想.
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定理 0.5.11 J(R) =
⋂

I为极大左理想

ann (R/I) =
⋂

M为单左R-模

ann(M).

证要: 这是定理 0.5.6 的直接推论.
推论 0.5.12 J(R) 是双边理想.
证要: 由定义 0.5.4 与定理 0.5.11,J(R) 是一族双边理想的交, 自然是双边理想.

推论 0.5.13 R/J(R) 是 Jacobson 半单环.
证要: 由推论 0.5.12,J(R) 是双边理想, 故 R/J(R) 是环 (这也是为什么我们把这个命题放在

这). 由商环的理想的对应定理知 J(R/J(R)) = j(R)/J(R) = 0, 故 R/J(R) 是 Jacobson 半单环.
最后说明 J(R) 是一切极大右理想的交.

定理 0.5.14 设 R 是环, 则
(1)J(R) = {x ∈ R|∀r, s ∈ R, 1 + rxs是R中的单位};
(2) 设 J(R′) 是 R 的一切极大右理想的交, 则 J ′(R) = J(R).
证要:(1) 用 W 记 (1) 中等式右边的集合. 若 x ∈W, 令 s = −1 知对一切 r ∈ R 有 1− rx 是

单位, 自然有左逆, 因此由定理 0.5.6 知 x ∈ J(R), 故 W ⊂ J(R).
关于反包含, 取 x ∈ J(R), 已证 J(R) 是双边理想, 故对任意 s ∈ R,xs ∈ J(R), 于是由定理

0.5.6知对一切 r ∈ R, 1+ rxs = 1− (−r)xs 有左逆 u,则 u(1+ rxs) = 1,于是 u = 1− (ur)xs,注
意到 ur ∈ R, 因此 u = 1− (ur)xs 也有左逆 v, 于是 vu = 1, 故 v = v1 = vu(1 + rxs) = 1 + rxs,

故 1 = u(1 + rxs) = (1 + rxs)u, 因此 1 + rxs 为单位, 故 J(R) ⊂W .
综上所述, 命题成立.
(2) 注意到 W 的描述是左右对称的, 因此用与 J(R) 同样的方法可以证明 J ′(R) = W , 故

J(R) = J ′(R).
现在请读者回顾第 0 章第 3 节有关半单 (完全可约) 模与半单代数的相关性质.

定理 0.5.15 设 A 是域 K 上的半单代数, 则 A 的左理想满足两个链条件.
证要: 由定义 0.3.9, 左 A-模 A 完全可约, 于是 A 可以写成单子模 (也是极小左理想) 的直和

A =
∑
i

Li, 设 1 =

r∑
j=1

ej , ej ∈ Lj , 于是任意 a ∈ A 有 a = a1 =

r∑
j=1

aej ∈
r∑
j=1

Lj , 故 A =

r∑
j=1

Lj ,

即 A 实际上是有限个单模的直和, 于是易知有合成列

A =

r∑
j=1

Lj ⊃
r−1∑
j=1

Lj ⊃ · · · ⊃ Ln ⊃ 0.

故由定理 0.3.16, 左 A-模 A 满足两个链条件, 对应的即为 A 的左理想满足两个链条件.
定理 0.5.16 设 A 是域 K 上的代数, 则 A 是半单的当且仅当它 (作为环 A) 是左 Artin 环且
J(A) = 0.

证要: 必要性: 设 A 半单, 回顾定义 0.3.9, 知左 A-模 A 完全可约, 于是存在子模 (也是 A 的
左理想) 使得 A = J(A)⊕ I, 于是据定理 0.3.7, 存在幂等元 e ∈ J(A), f ∈ I 使得 1 = e+ f , 由定
理 0.5.6:f = 1− e 有左逆 u, 即 uf = 1, 故 f = uff = uf = 1(因 ff = 1), 故 e = 1− f = 0, 仍
由定理 0.3.7,J(A) = J(A)e = 0. 左 Artin 环由定理 0.5.15 即得.

充分性: 设 A 是左 Artin 环且 J(A) = 0, 左 Artin 环保证 A 有极小左理想 I, 现在 I 6= 0 =

J(A), 故 I 不在 J(A) 中, 因此存在极大左理想 J 不包含 I, 但 I ∩ J ⊂ I, 结合 I 的极小性知
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I ∩ J = 0, 再结合 J 的极大性 A = I + J , 故 A = I ⊕ J.

再由 A 是左 Artin 环,J 包含极小左理想 I2, 同理: 存在左理想 J2 使得 J = I2 ⊕ J2, 只要 J2

不为 0, 便可再取 I3, J3, . . . , 于是得到降链 J = J1 ⊃ J2 ⊃ . . . , 但 A 是左 Artin 环, 于是这条链
必终止, 只能是某个 Jn = 0, 于是 A = I1 ⊕ · · · ⊕ In, 于是由定理 0.3.12 知 A 半单.
推论 0.5.17 设 A 是有限维代数, 则 A 半单当且仅当 J(A) = 0.

证要: 例 0.5.1(1) 告诉我们有限维代数一定是 Artin 环, 再利用定理 0.5.16 即可.
推论 0.5.18 设 A 是有限维代数, 则 A 半单当且仅当

⋂
M为单左A-模

ann(M) = 0.

证要: 推论 0.5.17 结合定理 0.5.11.
定义 0.5.5 设 M 是环 R 上的左模, 若 ann(M) = 0, 则称 M 是忠实的.
定理 0.5.19 设 A 是域 K 上的有限维代数, 如果 A 有一个忠实的不可约左模 M , 则 A 是单代
数.

证要: 依题意 ann(M) = 0. 于是
⋂

M为单左A-模

ann(M) = 0, 推论 0.5.18 告诉我们 A 是半单的,

由定理 0.3.19, 设 A = A1 ⊕ · · · ⊕As,1 = e1 + · · ·+ es, 其中 e1, e2 . . . , es 为 A 的两两不等的本原
中心幂等元, 并且 Ai = Aei 为单环 , ei 是 A 的单位元,1 ≤ i ≤ s. 于是

M = 1M = e1M + · · ·+ esM.

由于 ei 在 A 的中心中, 故 a(eim) = (aei)m = (eia)m = ei(am) ∈ eiM , 故 eiM 为子模, 结合
e1, . . . , es 两两正交知

M = 1M = e1M ⊕ · · · ⊕ esM.

但 M 是单模, 故 M = ekM , 且对 i 6= k, eiM = 0, 若 s > 1, 则 ei ∈ann(M), 矛盾! 于是 s = 1, A

是单代数.
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基本概念

1.1 群的线性表示

定义 1.1.1 设 G 是一个群,V 是域 K 上的一个线性空间, 则 G 到 V 上全体可逆线性变换构成
的群 GL(V ) 的一个群同态 φ 称为群 G 在域 K 上的一个线性表示, 简称为 K-表示或表示. 称 V

为表示空间, 若 V 为有限维, 则称 dimK V 为表示的次数或维数, 记作 degφ.
设 e 为 G 的单位元,1V 为 V 上的恒等变换, 显然, 定义 1.1.1 中的表示是一个二元组 (φ, V )

满足:

φ(g) ∈ GL(V ), ∀g ∈ G;

φ(gh) = φ(g)φ(h);

φ(e) = 1V .

定义 1.1.2 设 (φ, V ) 是群 G 的一个线性表示.
若 kerφ = {e}, 即 φ 是单射, 则称表示 φ 是忠实的;
若 kerφ = G, 则称表示 φ 是平凡的;
群 G 上的一次平凡表示称为群 G 的主表示或单位表示, 记作 1G.
注意到域 K 上 n 维线性空间 V 上全体可逆线性变换构成的群 GL(V ) 与 K 上 n× n 可逆

矩阵构成的群 GLn(K) 是同构的, 因此, 取定一组基后, 便可将 G 的线性表示与矩阵表示对应起
来.
定义 1.1.3 群 G 到 GLn(K) 的一个群同态 Φ 称为 G 在域 K 上的一个 n 次矩阵表示.

在 V 中取定一组基后, 我们将线性表示 φ(小写希腊字母) 对应的矩阵表示记作 Φ(对应的大
写希腊字母). 此时, 称 Φ 是 φ 提供的.
定义 1.1.4 群 G 的两个表示 (φ, V ), (ψ,W ) 称为是等价的 (或同构的), 如果存在一个线性同构
σ : V →W 使得

ψ(g)σ = σφ(g)

33
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对任意 g ∈ G 成立. 即下图
V W

V W

σ

ψ(g)φ(g)

σ

交换.
此时记作 φ ≈ ψ.

定理 1.1.1 上述定义中的二元关系 ≈ 是一个等价关系.
定义 1.1.5 群 G 的两个矩阵表示称为是等价的 (或同构的), 如果它们有相同的次数并且存在
K 上的一个可逆矩阵 S 使得

Ψ(g) = S−1Φ(g)S, ∀g ∈ G

成立.
定理 1.1.2 群 G 的两个有限维表示等价当且仅当它们提供的矩阵表示等价.

证要: 取一组基即可.
定理 1.1.3 设群 G 在非空集合 X 上有一个作用 ◦:G×X → X,

(gh) ◦ x = g ◦ (h ◦ x), ∀g, h ∈ G, ∀x ∈ X

e ◦ x = x, ∀x ∈ X.

给定一个域 K, 将 K 看成 K 上的线性空间, 考虑 K 的一族复制 (copies) 构成的集合 {Kx}x∈X ,
记 V =

∑
x∈X

Kx 为这一族线性空间的直和, 那么对任意 g ∈ G, 映射

fg : V → V

fg({kx}x∈X) = {kg−1◦x}.

是 V 上的一个可逆线性变换. 并且映射

φ : G→ GL(V )

φ(g) = fg

是群 G 的一个 K− 表示.
证要: 线性映射是显然的.fg 的逆自然是 fg−1 .
群同态由下式给出:

φ(g)φ(h)({kx}x∈X) = fgfh({kx}x∈X)

= fg({kh−1◦x}x∈X)

= {kh−1◦(g−1◦x)}x∈X

= {k(gh)−1◦x} = fgh({kx}x∈X)

= φ(gh)({kx}x∈X).
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注 当 X 为有限集合 {xi}ni=1 时,V 中所有元素可唯一地写成 v =

n∑
i=1

kxi
xi, kxi

∈ K, 此时

φ(g)

(
n∑
i=1

kxixi

)
=

n∑
i=1

kg−1◦xi
xi =

n∑
i=1

kxi(g ◦ xi).

与书上定义一致.
定义 1.1.6 (1) 设 G,X, V 同定理 1.1.3, 当 X 为 n 元集合时, 称该定理中构造的线性表示 φ 称
为群 G 在域 K 上的一个 n 次置换表示.

(2) 设 G 是有限群, 群 G 在集合 G 上的左平移作用诱导的置换表示称为群 G 的正则 K-表
示 (简称为正则表示), 通常记作 ρ, 其表示空间记为

K[G] =

∑
g∈G

kgg

∣∣∣∣kg ∈ K

 .

1.2 线性表示的结构

我们在处理线性空间和群的时候都会尝试将其分解为更 “小”的 “和”, 在群的线性表示中也
有类似的操作.
定义 1.2.1 (1) 设 (φ, V ) 是群 G 的一个线性表示, 如果对任意 g ∈ G,V 的子空间 U 是线性变
换 φ(g) 的不变子空间, 就称 U 是表示 φ 的不变子空间或 G 不变子空间.

(2) 设 (φ, V ) 是群 G 的一个线性表示,U 6= 0 是 G 不变子空间, 那么由

φU (g) := φ(g)|U, ∀g ∈ G

所定义的线性表示 (φU , U) 称为表示 (φ, V ) 的一个子表示.
注意到, 若 dimV = n ∈ N∗, dimU = m ∈ N∗, 那么存在 U 的一组基 {αi}mi=1 以及这组基扩充成
的 V 的基 {αi}ni=1, 对这组基, 有相应的矩阵表示

Φ(g) =

(
ΦU (g) C(g)

0 B(g)

)
, ∀g ∈ G,

其中 ΦU 恰为子表示 φU 提供的矩阵表示.
不难发现,0 与 V 均为 G 不变子空间, 称它们是平凡的 G 不变子空间. 同时不难证明,G 不变

子空间的交与和仍然是 G 不变子空间.
定义 1.2.2 设 (φ, V ) 是群 G 的一个线性表示,U 是 G 不变子空间, 如果存在 V 的一个 G 不变
子空间 W 使得 V = U ⊕W , 那么称 W 是 U 在 V 中的一个 G 不变补空间.
定义 1.2.3 设群 G 有一族 K− 表示 (φi, Vi)(i ∈ I).

(1) 若有外直和 V =
∑
i∈I

Vi, 则映射

φ : G→ GL(V ), φ(g)({vi}i∈I) = {φi(g)(vi)}i∈I , ∀g ∈ G
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为群 G的一个线性表示,称其为表示 {φi}i∈I 的外直和,记作 φ =
∑
i∈I

φi.当 I = {1, 2, . . . , n}时,

通常记作 φ = φ1 ⊕ φ2 ⊕ · · · ⊕ φn.

(2) 若 {Vi}i∈I 为 V 的一族子空间, 且有内直和 V =
∑
i∈I

Vi, 则映射

φ : G→ GL(V ), φ(g)

(∑
i∈I

vi

)
=
∑
i∈I

φ(g)(vi), ∀g ∈ G

为群 G的一个线性表示,称其为表示 {φi}i∈I 的内直和,记作 φ =
∑
i∈I

φi.当 I = {1, 2, . . . , n}时,

通常记作 φ = φ1 ⊕ φ2 ⊕ · · · ⊕ φn.

注: 我们对外直和与内直和采用相同的记号, 同时, 在以后的内容中我们通常只使用 “直和”
二字, 因为读者可根据上下文自行判断内外直和.

从上述定义不难看出, 对每个 i ∈ I,φi 可以看成 φ 的子表示, 并且 Vi 为 φ 的不变子空间.
下述定理可以说是给出了上述说明的一个逆命题, 它告诉我们可以通过将线性空间分解为不

变子空间的直和来对表示进行分解.
定理 1.2.1 设 (φ, V ) 是群 G 的一个 K− 表示, 若有直和分解 V =

∑
i∈I

Vi, 且 Vi(i ∈ I) 均为 φ

的不变子空间, 则有直和分解
φ =

∑
i∈I

φi.

用定义即可, 留给读者自证.
定义 1.2.4 设 (φ, V ) 是群 G 的一个 K− 表示, 若 V 的 G 不变子空间只有 0 和 V (即没有非平
凡的不变子空间), 那么称 (φ, V ) 是不可约的, 否则称 (φ, V ) 是可约的.
显然,1 次表示都是不可约的. 并且对于有限维表示,φ 可约当且仅当其提供的矩阵表示 Φ 具

有形式

Φ(g) =

(
ΦU (g) C(g)

0 B(g)

)
, ∀g ∈ G,

其中零矩阵的阶数大于 0 小于 dimV , 且与 g 无关.
定义 1.2.5 设 (φ, V ) 是群 G 的一个 K− 表示, 如果对于 V 的每一个不变子空间, 都有它在 V

中的不变补空间, 那么称 (φ, V ) 是完全可约的.
显然, 不可约表示是完全可约的.
接下来三个定理层层递进, 后两个定理对有限维来说很轻松 (只需使用反证法并不断取不变

子空间即可导出矛盾), 但是无限维的情况需要引用 Zorn 引理.
定理 1.2.2 群 G 的完全可约表示的任意子表示都是完全可约的.
证要: 设 (φ, V ) 是群 G 的一个 K− 完全可约表示,φU 是其任意一子表示, 设 U1 是 U 的一

个 G 不变子空间, 则 U1 也为 V 的 G 不变子空间, 则有子空间 W ⊂ V 使得 V = U1 ⊕W , 令
W1 = U

⋂
W , 则 W1 也为 U 的 G 不变子空间, 由线性代数知识得

U = U1 ⊕W1.
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上式说明 φU 是完全可约的.
定理 1.2.3 群 G 在域 K 上的完全可约表示 (φ, V ) 一定有一个不可约子表示.

证要: 当 V 为有限维时, 取 φU 满足 U 为维数最小的非零不变子空间即可.
当 V 为无限维时, 首先,φU 是不可约子表示当且仅当对任意 V 的 G 不变子空间 W , 如果

W ⊂ U , 则必有 W = 0 或 W = U. 因此 U 对于集合的包含关系为极小元, 那么其不变补空间就
应该具有极大性, 我们基于此使用 Zorn 引理.

取 V 中非零元 α, 考虑表示 φ 的所有不包含 α 的不变子空间构成的集合 S,S 内集合的包
含关系是一个偏序关系, 任取一条链 {Ti}i∈I , 考虑集合 T =

⋃
i∈I

Ti, 显然 Ti ⊂ T, ∀i ∈ I, T �φ 的

不变子空间 , 并且 α /∈ T , 这说明 T ∈ S 且 T 为这条链的上界. 因此由 Zorn 引理,S 有极大
元 U . φ 完全可约便知存在 G 不变子空间 U ′ 使得 V = U ⊕ U ′, 由定理 1.2.2 知 φU ′ 完全可
约, 若其可约, 则有直和分解 U ′ = U ′

1 ⊕ U ′
2, 且 U ′

1 与 U ′
2 均不等于 U 也不为零空间. 不难证明

U = (U ⊕ U ′
1)
⋂

(U ⊕ U ′
2), 而 α /∈ U, 因此不妨设 α /∈ U ⊕ U ′

1, 但是 U ⊂ U ⊕ U ′
1 且 U ⊕ U ′

1 ∈ S,
与 U 的极大性矛盾. 故 φU ′ 不可约, 命题成立.
注 一个似乎没有什么意义的问题是, 上述定理中的 “完全可约” 是否能去掉 (我不会).
定理 1.2.4 群 G 在域 K 上的完全可约表示 (φ, V ) 一定是一族不可约子表示的直和. 特别地,
当 V 为有限维时, 它可以分解为有限个不可约子表示的直和.
证明: 有限维情况略.
一般情况下, 考虑由 φ 的不可约不变子空间组成的集合形成的族 S, 其中每个集合里的 G 不

变子空间的和是直和. 任取 S 的一个链 {Ti}i∈I , 记 T = ⋓i∈ITi, 任取 X 6= Y ∈ T , 由 {Ti}i∈I 为

链知存在 Tj , j ∈ I 使得 X,Y ∈ Tj ,故 X
⋂
Y = 0,这意味着 X

⋂〈 ⋃
Y ∈T,Y ̸=X

Y

〉
= 0,因此 T 内

的 G 不变子空间的和也是直和. 因此 T ∈ S,T 即为这条链的上界, 因此由 Zorn 引理知 S 有极大
元 {Ui, i ∈ I ′}, 令 U =

∑
i∈I′

Ui, 则 U 也为 G 不变子空间. 由完全可约知有直和分解 V = U ⊕ U ′,

如果 U ′ 6= 0, 由定理 1.2.2 知 φU ′ 完全可约, 再由定理 1.2.3 知其有一个不可约子表示 φU ′
1
, 注意

到 U ′
1

⋂
U ⊂ U ′

⋂
U = 0, 因此 U +U ′

1 =

(∑
i∈I′

Ui

)
⊕U ′

1. 这意味着 {Ui, i ∈ I ′}
⋃

{U ′
1} ∈ S, 与

{Ui, i ∈ I ′} 为极大元矛盾! 故 U ′ = 0, 因此 V =
∑
i∈I′

Ui, 命题成立.

有了上述定理支撑, 我们便需要讨论群 G 的线性表示何时是完全可约的, 以及对群 G 的 (所
有不等价的) 不可约表示的研究, 后者我们将放到下一章介绍.
定理 1.2.5(Maschke) 有限群 G 在特征不能整除 |G| 的域 K 上的任意线性表示都是完全可约
的.

证明: 设 (φ, V ) 为 G 的 K− 表示, 若其不可约, 则其完全可约.
否则, 设 U 是非平凡的 G 不变子空间, 那么存在一个补空间 U ′ 使得 V = U ⊕ U ′. 接下

来的目的是通过 U ′ 取构造 U 的不变补空间. 定义 PU ′ 为 V 到 U ′ 的平行于 U 的投影, 即
PU ′(u+ u′) = u′, u ∈ U, u′ ∈ U ′. 令

B := |G|−1
∑
g∈G

φ(g)PU ′φ(g)−1.
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请读者自行验证 B2 = B,U = kerB, V = U ⊕ ImB 以及 ImB 即为所求的 G 不变子空间.
注 域 K 的特征整除 |G| 的条件是必要的, 我们有如下反例:

模 p 的剩余类 Zp 的加法群在 Zp 上的如下 2 次矩阵表示不是完全可约的:

Φ :G→ GL2(Zp)

k̄ 7→

(
1̄ k̄

0̄ 1̄

)
, k = 0, 1, . . . , p− 1.

1.3 Abel 群的不可约表示
这一节我们研究有限 Abel 群有限维不可约表示.
由于有限 Abel 群具有乘法交换性, 同时具有良好的结构 (可分解为循环子群的直积), 因此

对其不可约表示的研究比一般的有限群更容易.
定理 1.3.1 设 Abel 群 G 的阶为 m, 域 K 含有本原 m 次单位根, 则 G 在域 K 上的有限维表
示都是完全可约的.

证明: 设 (φ, V ) 为 G 的一个有限维 K− 表示. 任取 g ∈ G, 由于 gm = e, 因此 φ(g)m = 1V ,
故 φ(g) 的极小多项式整除 λm − 1, 由于域 K 含 m 次单位根, 故 φ(g) 的极小多项式在 K 内有
根, 即 φ(g) 有特征值 λg ∈ K. 由于 G 为 Abel 群, 于是对任意 h ∈ G 有 φ(g)φ(h) = φ(h)φ(g),
因此对每个 h,特征子空间 Vλg

都是 φ(h)的不变子空间,这说明 Vλg
是 G不变子空间,但 (φ, V )

不可约, 因此 Vλg
= V , 故 φ(g) = λg1V 是数乘变换, 这个式子对任意 g ∈ G 成立, 因此 V 的任

意一维子空间都是 G 不变子空间, 但 (φ, V ) 不可约, 故只能是 dimV = 1.
推论 1.3.2 有限 Abel 群在代数闭域上的有限维不可约表示都是 1 次的.

这是因为代数闭域含有任意次本原单位根.
推论 1.3.3 有限 Abel 群的有限维不可约复表示都是 1 次的.

这是因为复数域是代数闭域.
由于有限 Abel 群可以表示为有限个循环群的直和, 因此我们首先研究循环群的不可约表示.

例 1.3.1 设域 K 含有本原 n 次单位根 ξ, 求 n 阶循环群 G =< a >, 在域 K 上的所有 1 次表
示.

解: 设 φ 为一次 K− 表示, 由于 φ(a)n = 1K , 因此 φ(a) 为 K 上 n 次单位根, 那么存在
r ∈ {0, 1, . . . , n− 1} 使得 φ(a) = ξr. 由此不难证明 φr(a

j) = ξrj , r, j ∈ 0, 1, . . . , n− 1 是 G 的所
有 1 次 K− 表示.
定理 1.3.4 设 Abel 群 G 的阶为 m, 域 K 含有本原 m 次单位根, 则 G 的所有 1 次 K− 表示
组成的集合 Ĝ 对于函数的乘法构成一个群, 并且

G ∼= Ĝ.

证要: 考虑 G 的分解 G ∼= 〈a1〉 ⊕ 〈a2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈as〉, 其中 ai ∈ G, |〈ai〉| = pni
i , p

ni
i |m, pi 为

素数,i = 1, 2, . . . , s. 群 G 中每一个元素可以唯一地表示成 g = at11 a
t2
2 . . . atss , 0 ≤ tj < p

nj

j , j =

1, 2, . . . , s. 由于 K 含有本原 m 次单位根, 那么 K 含有本原 pni
i 次单位根 ξi.
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不难证明,G 的每一个 1 次 K− 表示 (即 Ĝ 中的每个元素) 与的数组 (r1, r2, . . . , rs)(其中 0 ≤
ri < pni

i − 1, 1 ≤ i ≤ s) 一一对应, 使得:

φ(g) = φ(at11 a
t2
2 . . . atss ) = ξr1t11 ξr2t22 . . . ξrstss .

对 h = ar11 a
r2
2 . . . arss ∈ G, 定义 φh(a

t1
1 a

t2
2 . . . atss ) = ξr1t11 ξr2t22 . . . ξrstss , 此时, 映射

σ :G→ Ĝ

σ(h) 7→ φh

即为所求的同构映射.
注 与上一个定理相同, 上述结论对代数闭域和复数域也成立.

1.4 非 Abel 群的不可约表示的一些构造方法
下述定理让我们能通过线性表示与群同态的合成来构造群的不可约表示.

定理 1.4.1 设 (φ, V ) 为群 G 的一个 K− 表示, 群 H 到群 G 有一个群同态 T , 则 φT 是 H 的
一个 K− 表示, 并且:

(1) 若 φT 不可约, 则 φ 不可约;
(2) 若 φ 不可约且 T 是满射, 则 φT 不可约.
证明留给读者.
注意到群 G 到其商群的自然同态是满同态, 因此我们有

定理 1.4.2 设 N 是群 G 的正规子群,π 为 G 到 G/N 的自然映射. 用 ΩG/N 表示群 G/N 的所
有 1 次 K− 表示构成的集合,ΩG 表示群 G 的所有核包含 N 的 K− 表示构成的集合, 那么映射

σ :ΩG/N → ΩG

φ̄ 7→ φ̄π

是一个双射. 若记 φ = φ̄π, 那么 φ 不可约当且仅当 φ̄���.
注 我们称 φ 为 φ̄ 的提升,φ̄ 为 φ 对于正规子群 N 的分解.

为了引用上一节的结论, 我们希望 G/N 成为 Abel 群, 很自然地想到取 N 为 G 的换位子群
(导群)G′.
推论 1.4.3 群 G 的所有 1 次 K− 表示组成的集合与商群 G/G′ 的所有 1 次 K− 表示组成的
集合之间存在着一个一一对应, 使得 G/N 的所有 1 次 K− 表示经过提升便得到 G 的所有 1 次
K− 表示
例 1.4.1 求 n 元对称群 Sn 的所有 1 次复表示.
解:Sn 的导群为 An, 而 Sn/An 为 2 阶循环群, 因此其恰有两个 1 次复表示: 主表示 φ̄0 与表

示 φ̄1, 其中 φ̄1((12)An) = −1.

由此知 An 的一次表示为主表示 φ0 与表示 φ1, 其中 φ1(σ) = sgn(σ).
群的自同构也是一个满同态, 因此可以通过其构造新的不可约表示.
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定理 1.4.4 设 (φ, V ) 为群 G 的一个 K− 表示,σ 是群 G 的一个自同构, 则 φσ := φσ 是群 G

的一个 K− 表示, 并且 φσ 不可约当且仅当 φ 不可约.
注 表示 φσ 称为 φ 通过自同构 σ 的挠表示.
例 1.4.2 (1) 取 a ∈ G, 则有内自同构 σa(g) = aga−1, 那么

φσa(g) = φσa(g) = φ(aga−1) = φ(a)φ(g)φ(a)−1,

这说明二者等价.
(2) 设 N 为 G 的正规子群, 给定 g ∈ G, 令 τg(x) = gxg−1, ∀x ∈ N , 则其为 N 的自同构. 若

设 (ψ, V ) 为 N 的一个 K− 表示, 那么 ψτg 为 N 的一个 K− 表示, 称 ψτg 为 ψ 的共轭表示, 简
记为 ψg.

令 I(ψ) := {g ∈ G|ψg ≈ ψ}, 不难验证其为 G 的子群, 称其为 φ 在 G 中的惯性群. 显
然,N ⊂ I(ψ).

定理 1.4.5 设 (φ, V )为群G的一个 n次K−表示,V ∗是 V 的对偶空间,定义 φ∗ : G→ GL(V ∗)

满足
φ∗(g)(f) = fφ(g−1), ∀g ∈ G, f ∈ V ∗.

那么 (φ∗, V ∗) 也是群 G 的一个线性表示, 称为 (φ, V ) 的逆步表示.
证要: 直接算就行.

例 1.4.3 (1) 在定理 1.4.5 中, 取 V 的一组基 {αi}ni=1 以及 V ∗ 中相应的对偶基 {fi}ni=1, 那么对
于相应的矩阵表示有

Φ∗(g) = Φ(g−1)
T
.

其中 AT 表示取矩阵 A 的转置.
(2) 若令 φ∗∗ := (φ∗)∗, 问: 表示 (φ, V ) 是否与 (φ∗∗, V ∗∗) 等价.
解:(2) 考虑矩阵表示, 由 (1) 知

Φ∗∗(g) = Φ∗(g−1)T = (Φ((g−1)−1)T )T = Φ(g),

故二者等价.
例 1.4.4 设 (φ, V ) 与 (ψ,W ) 为群 G 的两个 K− 表示, 证明:

(φ⊕ ψ)∗ ≈ φ∗ ⊕ ψ∗.

证要: 左边表示空间为 (V ⊕W )∗, 右边表示空间为 V ∗ ⊕W ∗, 两个表示空间有自然的同构
σ : V ∗ ⊕W ∗ → (V ⊕W )∗, σ(f, g)(v, w) = (f(v), g(w)), 容易验证 σ 就是我们需要的同构映射.
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有限群的不可约表示

2.1 群 G 的线性表示与群代数 K[G] 上的左模

首先请大家回忆群 G 的正则表示 ρ 的表示空间 K[G].
定理 2.1.1 已知 K[G] 是域 K 上的线性空间, 在 K[G] 中定义如下乘法运算∑

g∈G
agg

(∑
h∈G

bhh

)
:=
∑
g∈G

∑
h∈G

(agbh)(gh) =
∑
t∈G

∑
g∈G

agbg−1t

 t,

则:
(1)K[G] 成为一个环, 成为群 G 在环 K 上的群环;
(2)K[G] 成为域 K 上的代数, 称为群 G 在域 K 上的群代数.
注意, 这个定义也适合无限群.

定义 2.1.1 设 A 是域 K 上的一个代数,V 是域 K 上的一个线性空间,A 到 V 上所有线性变换
组成的代数 HomK(V, V ) 的一个代数同态 T 称为代数 A 在域 K 上的线性表示,V 称为表示空
间. 当 dimK V 有限时, 称 V 的维数为表示 T 的次数 (或维数), 记作 degT .
定义 2.1.2 域 K 上代数 A 的两个 K-表示 (T, V ), (T ′, V ′) 称为是等价的, 如果存在一个线性同
构 σ : V → V ′, 使得

T ′(a)σ = σT (a), ∀a ∈ A.

经典的倒装句 (doge). 另外我懒得画交换图了.
下一个定理给出了群 G 的线性表示与群代数 K[G] 的线性表示的关系.

定理 2.1.2 (1) 设 (φ, V ) 是群 G 的一个 K-表示, 考虑 φ∗ : K[G] → HomK(V, V ) 满足

φ∗

∑
g∈G

agg

 :=
∑
g∈G

agφ(g),

则 (φ∗, V ) 成为群代数 K[G] 的一个 K− 表示.

41
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(2) 设 (φ∗, V ) 是群代数 K[G] 的一个线性表示, 定义 φ 为 φ∗ 在子集 G 上的限制, 则 (φ, V )

成为 G 的一个线性表示.
(3)φ→ φ∗ 是群 G 的线性表示的集合与群代数 K[G] 的线性表示的集合的双射.
证要:(1) 自己算. 注意到 G 中所有元素构成 K[G] 的一组基, 因此 φ∗ 是良定义的;
(2) 注意到 φ∗(g)φ∗(g−1) = φ∗(g−1)φ∗(g) = 1V , ∀g ∈ G, 故 φ∗(g) ∈ GL(V ), ∀g ∈ G. 故 φ

确实是 G 到 GL(V ) 的映射, 而同态是显然的;
(3) 由 (2) 不难证明该映射既单又满.
下述定理给出了群代数 K[G] 的线性表示与 K[G] 上左模的关系..

定理 2.1.3 (1) 设 (φ∗, V ) 是群代数 K[G] 的一个线性表示, 定义 K[G] 对 V 的乘法为

av := φ∗(a)(v), ∀a ∈ K[G], v ∈ V,

该运算满足 (a, b ∈ K[G], v, u ∈ V, k ∈ K,1 为 K[G] 的单位元):

a(v + u) = av + au;

(a+ b)v = av + bv;

(ab)v = a(bv);

1v = v.

a(kv) = k(av) = (ka)v;

特别地,V 成为 K[G] 上的一个左模.
(2) 设 V 是左 K[G] 模, 定义运算 K × V → V, kv := (k1)v, k ∈ K, v ∈ V , 则 V 成为域 K

上的线性空间, 于是定义 φ∗ : K[G] → HomK(V, V ) 满足

φ∗(a)(v) := av, a ∈ K[G], v ∈ V.

则 (φ∗, V ) 是 K[G] 的一个线性表示, 称它为左 K[G]-模 V 提供的表示. 将 φ∗ 限制再 G 上便得
到群 G 的线性表示, 称它为左 K[G]-模 V 提供的群 G 的表示.

上面两个定理确立了群的线性表示与群代数的左模的基本联系, 下一个定理将会进一步深入
它们的联系.
定理 2.1.4 (1) 在定理 2.1.3 的意义下, 群 G 的正则表示 ρ 的表示空间就是 K[G] 上的左正则
模; 反之, 左正则 K[G]-模 K[G] 提供的群 G 的表示就是群 G 的正则表示.

(2) 群 G 的线性表示 (φ, V ) 的 G 不变子空间 U(相应地有子表示 φU ) 对应左 K[G]-模 V 的
子模 U ; 反之, 左 K[G]-模 V 的子模 U 提供的表示就是 V 提供的表示的子表示 (相应地有 G 不
变子空间 U).

(3) 若有表示 (φi, Vi)i∈I , (φ, V ) 与外 (内)直和分解 φ =
∑
i∈I

φi,则有左 K[G]-模的外 (内)直

和分解 V =
∑
i∈I

Vi; 反之, 若有左 K[G]-模的外 (内) 直和分解 V =
∑
i∈I

Vi, 设 φ,φi 为 V, Vi 提供

的表示, 则有表示 (φi, Vi)i∈I , (φ, V ) 与外 (内) 直和分解 φ =
∑
i∈I

φi.
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(4) 若表示 (φ, V ) 不可约, 则左 K[G]-模 V 是单模; 反之, 若左 K[G]-模 V 不可约, 则它提
供的表示不可约.

(5) 若表示 (φ, V ) 完全可约, 则左 K[G]-模 V 是完全可约的; 反之, 若左 K[G]-模 V 是完全
可约的, 则它提供的表示完全可约.

(6) 若表示 (φ, V ), (ψ,W ) 等价, 则左 K[G]-模 V,W 同构; 反之, 若左 K[G]-模 V,W 同构,
则它们提供的表示等价.

证要:(1) 注意到定理 2.1.3(1) 中提供的运算 K[G]×K[G] → K[G] 恰好就是 K[G] 上的乘法
运算;

(2) 注意到

∑
g∈G

agg

u = φ∗

∑
g∈G

agg

 (u) =
∑
g∈G

agφ(g)(u) 以及 U 是线性子空间;

(3) 结合 (2) 考虑, 注意表示的直和对应线性空间的直和;
(4) 结合 (2) 考虑;
(5) 结合 (2) 与 (3);
(6) 自己算.

2.2 有限群不等价的不可约表示

上一小节的定理和第零章第 3 阶已经为我们做足了铺垫, 我们首先将它们对应起来:
定理 1.2.5 对应于:

定理 2.2.1(Maschke) 当域 K 的特征不能整除有限群 G 的阶时, 群代数 K[G] 是半单的.
由定理 0.3.11, 定理 0.3.17, 定理 0.3.23 与定理 0.3.25 可以得到:

定理 2.2.2 若域 K 的特征不能整除有限群 G 的阶, 则
(1)G 的每一个不可约 K-表示 φ 都同构于 G 的正则表示 ρ 的直和分解式中的每一个不可约

子表示, 从而有限群 G 的每一个不可约 K-表示都是有限维的;
(2) 称 (1) 中与 φ 等价的不可约子表示在 ρ 的直和分解中的重数与 ρ 的分解式无关, 称其为

φ 在 ρ 中的重数;
(3) 当 K 是代数闭域时,φ 在 ρ 中的重数等于 φ 的次数.
结合定理 0.3.19 知

定理 2.2.3 有限群 G 在特征不能整除 |G| 的域 K 上的所有不等价的不可约表示的个数等于群
代数 K[G] 的本原中心幂等元的个数.
进一步有

定理 2.2.4 (1) 有限群 G 在特征不能整除 |G| 的域 K 上的所有不等价的不可约表示的个数 s

不超过群 G 的共轭类的个数 r;
(2) 若 K 为代数闭域, 则 s = r, 并且 K[G] 的全部本原中心幂等元构成子空间 Z(K[G]) 的

一个基.
证要:(1) 由定理 2.2.3,K[G] 恰有 s 个本原中心幂等元, 设为 e1, e2, . . . , es. 由 ei ∈ Z(K[G])

及它们两两正交知线性无关, 故 s ≤ dimK Z(K[G]).
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接下来只需求 Z(K[G]) 的一组基. 设 C1, . . . , Cr 是 G 的全部共轭类, 令 ci =
∑
x∈Ci

x ∈

Ci, 1 ≤ i ≤ r,(称 ci 为 Ci 的类和), 不难证明 ci ∈ Z(K[G]). 接下来证明 c1, . . . , cr 构成线性空间
Z(K[G]) 的一组基即可, 便有 s ≤ dimK Z(K[G]) = r.

(2) 符号同 (1), 对 K[G] 有 1 = e1 + · · · + es, 令 Ai = K[G]ei, 由定理 0.3.19 知 Ai 为单
环且 K[G] = A1 ⊕ · · · ⊕ As. 取 Li ⊂ Ai 为 K[G] 的极小左理想, 则 Li 也是 Ai 的极小左理想,
令 Di = HomAi(Li, Li), ni = dimDi Li, 利用 Wedderburn 定理 (定理 0.3.20) 与引理 0.3.24 便有
Ai ∼=Mni

(Dop
i ) ∼=Mni

(K). 注意到 Z(Mni
(K)) = KIni

∼= K, 再结合定理 0.3.21 不难推出

Z(K[G]) = Z(A1)⊕ Z(A2)⊕ · · · ⊕ Z(As)

∼= Z(Mn1
(K))⊕ Z(Mn2

(K)) · · · ⊕ Z(Mns
(K))

∼= K ⊕K ⊕ · · · ⊕K︸ ︷︷ ︸
s个

于是 dimK Z(K[G]) = s, 从而 r = s 且 e1, . . . , es 为其一个基.
结合定理 0.3.25 便有

定理 2.2.5 设 φ1, φ2, . . . , φs 是有限群 G 在特征不能整除 |G| 的代数闭域 K 上的所有不等价

的不可约表示, 则 |G| =
s∑
i=1

(degφi)2.

例 2.2.1 (1) 设 (φ, V ), (ψ,W ) 是群 G 在域 K 上的两个不可约表示, 次数分别为 n,m, 若存在
从 V 到 W 的线性映射 σ 使得 ψ(g)σ = σφ(g), ∀g ∈ G, 则 σ = 0 或 m = n 且 σ 可逆;

(2) 在 (1) 的条件下, 若 K 为代数闭域, 且 V =W,φ = ψ, 则存在 k ∈ K 使得 σ = k1V ;
(3) 设 (φ, V ), (ψ,W ) 是群 G 的两个不可约复表示,σ 是从 V 到 W 的线性映射, 令

σ̃ = |G|−1
∑
g∈G

ψ(g)σφ(g−1),

(i) 若 φ 与 ψ 不等价, 则 σ̃ = 0；

(ii) 若 V =W,φ = ψ, 则 σ̃ =
tr(σ)
dimV

.
证要:(1)利用群表示与群代数的表示与群代数上左模的对应,不难得出 ψ∗(a)σ = σφ∗(a), ∀a ∈

K[G], 进一步得出 σ(av) = aσ(v), ∀a ∈ K[G], v ∈ V. 于是 σ 成为左 K[G] 模 V 与 W 的模同态,
但二者均为单模, 因此要么 kerσ = V , 要么 kerσ = 0 且 Imσ = W , 即 σ = 0 或 m = n 且 σ 可
逆.

(2) 同样利用对应,σ ∈ HomK[G](V, V ), 故由引理 0.3.24 知 D = k1V .
(3)(i) 只需证明 ψ(g)σ̃ = σ̃φ(g), ∀g ∈ G, 然后引用 (1) 即可;
(ii) 由 (2) 知存在 k ∈ C 使得 k1V = σ̃ = |G|−1

∑
g∈G

φ(g)σφ(g−1), 两边取迹 tr 解出 k 即可.

例 2.2.2 设 G 是有限群, 代数闭域 K 的特征不能整除 |G|, 证明: 如果 G 有一个 Abel 子群 H,
则 G 的每个不可约 K-表示的次数不超过 [G : H].

证要:φ 在 H 上的限制 φ|H 是 H 的线性表示, 且它完全可约, 则它有一个不可约的子表示,
而 H 是 Abel 群, 故这个不可约子表示是 1 次的, 设 W 是其表示空间, 并设 W = 〈w〉. 设 H 在
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G 中的一个左陪集代表系为 {g1, . . . , gr}, 其中 r = [G : H], 则任意 g ∈ G, 存在 gi 与 h ∈ H

使得 g = gih. 考虑子空间 V ′ = 〈φ(g1)(w), . . . , φ(gr)(w)〉, 由 φ(g)(φ(gj)(w)) = φ(ggj)(w) =

φ(gih)(w) = φ(gi)φ(h)(2) = φ(gi)(kw) = kφ(gi)(w) ∈ V ′. 故 V ′ 是 G 不变子空间, 但 V 不可约,
故 V = V ′, 这说明 dimK V ≤ r = [G : H].



Chapter 3

群的特征标

3.1 特征标的定义和基本性质

定义 3.1.1 (1) 设 (φ, V ) 是群 G 在域 K 上的一个线性表示, 定义函数

χφ : G→ K,χφ(g) := tr(φ(g)), ∀g ∈ G.

称 χφ 是 G 的表示 φ 提供的特征标, 在不引起混淆的情况下简记为 χ;

(2) 设 χ 是群 G 的 K-表示 χφ 提供的特征标,φ 提供的群代数 K[G] 的表示记作 φ∗, 称函数

χ∗ : K[G] → K,χ∗(a) := tr(φ∗(a))

为 K[G] 的线性表示提供的特征标 (或左 K[G]-模 V 提供的特征标).

定理 3.1.1 在定义 3.1.1 中, 有 χ∗ 在 G 上的限制等于 χ, 同时 χ∗

∑
g∈G

agg

 =
∑
g∈G

agχ(g).

定义 3.1.2 群 G 上的 K-值函数 f 如果对于任给 a ∈ G, 有

f(gag−1) = f(a), ∀g ∈ G,

则称 f 是 G 上的一个类函数.
定义 3.1.3 (1) 给定群 G 与域 K, 群 G 上的全体 K-函数构成的集合关于加法 (f + g)(a) :=

f(a) + g(a), 乘法 (fg)(a) := f(a)g(a), 数乘 (kf)(a) := kf(a) 构成一个 K-代数, 通常我们考虑
它作为线性空间的结构, 称为 G 上的 K-值函数构成的函数空间, 记作 KG;

(2) 群 G 的全体 K-值类函数构成 KG 的一个子代数, 称作 G 上的 K-值类函数空间 (作为
线性空间) 或 G 的类函数环 (作为环), 记作 CfK(G).(奇怪的符号)

我们将特征标的基本性质总结在下述定理中, 验证它们都不是困难的.
定理 3.1.2 (1)设 φ是群 G的K-表示,则 χφ(1) = (degφ)1K ,特别地,K = C时 χφ(1) = degφ;

(2)χ 是群 G 上的一个类函数;
(3) 设 (φ, V ), (ψ,W ) 是群 G 的两个 K-表示, 如果 φ ≈ ψ, 那么 χφ = χψ;

46
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(4) 设 G 是群, 如果左 K[G]-模 V 与 W 模同构, 则它们提供的特征标相等;

(5) 设 (φi, Vi), 1 ≤ i ≤ n 是群 G 的一列 K-表示, 若 φ =

n∑
i=1

φi 则 χφ =

n∑
i=1

χφi ;

(6) 设 G 是群, 如果 Mi, 1 ≤ i ≤ n 均为左 K[G]-模, 且 M =

n∑
i=1

Mi, 则 M 提供的特征标是

Mi, 1 ≤ i ≤ n 提供的特征标之和;
(7) 设有限群 G 的指数 (即 G 中所有元素的阶的最小公倍数) 为 m,G 的任一复表示提供的

特征标为 χ, 则 ∀g ∈ G,χ(g) 都是 G 的一些 m 次单位根的和;
(8) 设 χ 是有限群 G 的复表示 (φ, V ) 提供的特征标, 则 χ(g−1) = χ(g), ∀g ∈ G;
(9)设有限群 G的指数为 m,χ是群 G的 n次复表示 (φ, V )提供的特征标,则对任意 g ∈ G,

有 |χ(g)| ≤ χ(1), 且等号成立当且仅当 φ(g) = cφ(1), 其中 c 是 m 次单位根;
(10) 设 χ 是有限群 G 的复表示 (φ, V ) 提供的特征标, 则 χ(g) = χ(1) 当且仅当 φ(g) = 1V .
证要: 看书即可.

3.2 不可约特征标的正交关系

本节几乎所有内容都是计算问题.
引理 3.2.1 设 G 是有限群, 域 K 的特征不能整除 |G|,e1, e2, . . . , es 是 K[G] 的全部本原中心幂
等元,φ1, φ2, . . . , φs 是 G 的全部不等价的不可约 K-表示,φi 提供的特征标为 χi,φi 在 G 的正则
表示 ρ到不可约子表示提供的直和分解式中的重数为 ni, i = 1, 2, . . . , s,ρ提供的特征标为 χ.χi, χ

提供的群代数 K[G] 的特征标记为 χ∗
i , χ

∗, 1 ≤ i ≤ s, 则

χ∗
j (gei) = δijχi(g), ∀g ∈ G,

ei =
ni
χ(1)

∑
g∈G

χi(g
−1)g.

当 K = C 时,
ei =

χi(1)

|G|
∑
g∈G

χi(g)g.

证要: 注意到 G 是线性空间 K[G] 的基, 因此设 ei =
∑
h∈G

ahh, 为解出 ah, 需要 |G| 个方程,

因此考虑 gei =
∑
h∈G

ag−1hh, 注意到 χ 是群 G 的正则表示 ρ 提供的特征标, 因此当 g 6= 1 时

χ(g) = tr(ρ(g)) = 0. 有
χ∗(gei) =

∑
h∈G

ag−1hχ(h) = ah−1χ(1),

于是 ah =
χ∗(h−1ei)

χ(1)
.

请读者回顾定理 0.3.19, 定理 0.3.23 及其符号及其证明,φ∗
j 的表示空间是 Lj1, 注意到 i 6= j

时 Lj1Li1 = 0, 此时 φ∗
j (gei)x = g(eix) = 0, ∀x ∈ Lj1, 因此 χ∗(gei) = tr(φ∗

j (gei)) = 0. 而
φ∗
i (gei)y = g(eiy) = gy = φi(g)y, ∀y ∈ Li1, 因此 χ∗

i (gei) = χi(g). 这证明了第一个等式.
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接下来, 由于 ρ =

s∑
j=1

njφj , 因此 χ∗(gei) =

s∑
j=1

njχ
∗
j (gei) = niχi(g), 带入第一段最后一式便

有 ah =
niχi(h

−1)

χ(1)
, 由此不难得出第二个等式.

当 K = C 时,χ(1) = deg ρ = |G|, 且 ni = dimK Li1 = degφi = χi(1),χi(g−1) = χi(g), 由此
得到最后一个等式.
定理 3.2.2 设 K 是特征为 0 的域, 则有限群 G 的两个 K-表示 φ 与 ψ 等价当且仅当 χφ = χψ.

证要: 必要性即定理 3.1.2(3)

充分性: 若 φ ≈
s∑
i=1

aiφi, ψ ≈
s∑
i=1

biφi, 那么 χφ =

s∑
i=1

aiχi, 于是 χ∗
φ =

s∑
i=1

aiχ
∗
i , 结合引

理 3.2.1 及其证明有 χ∗
φ(ej) =

s∑
i=1

aiχ
∗
i (ej) = ajχi(1), 因此 aj = χ∗

φ(ei)χj(1)
−1, 同理 bj =

χ∗
ψ(ej)χi(1)

−1, 由 χφ = χψ 知 χ∗
φ = χ∗

ψ, 故 aj = bj , 故 φ ≈ ψ.

定义 3.2.1 设 χ1, χ2, . . . , χs 是群 G 的所有不可约复特征标,C1, C2, . . . , Cs 是群 G 的所有共轭
类 (定理 2.2.4 告诉我们二者相等), 矩阵

W =


χ1(g1) χ1(g2) . . . χ1(gs)

χ2(g1) χ2(g2) . . . χ2(gs)
...

...
...

χs(g1) χs(g2) . . . χs(gs)


称为 G 的复特征标表. 通常约定 χ1 为 G 的主表示提供的特征标且 g1 为 G 的单位元.
定理 3.2.3 (1)(第一正交关系) 设 φ1, φ2, . . . , φs 为有限群 G 的全部不等价的不可约复表示,φi
提供的特征标记为 χi, 1 ≤ i ≤ s, 则

1

|G|
∑
g∈G

χi(g)χj(g) = δij .

设 C1, C2, . . . , Cs 为群 G 的全部共轭类, 若 gi ∈ Ci, 1 ≤ i ≤ s, 那么

1

|G|

s∑
k=1

|Ck|χi(gk)χj(gk) = δij .

若对 f, g ∈ CG 定义内积 (f, g) :=
1

|G|
∑
h∈G

f(h)g(h), 那么 (χi, χj) = δij .

(2)(第二正交关系) 1

|G|
∑
k=1

|Ck|χk(gj)χk(gi) = δij .

证要:(1) 利用引理 3.2.1 并注意到特征标是群 G 的类函数.
(2) 利用复特征标表, 将第一正交关系表示为矩阵形式.

推论 3.2.4 设 φ1, φ2, . . . , φs 为有限群 G 的全部不等价的不可约复表示,φi 提供的特征标记为
χi, 1 ≤ i ≤ s, 则对于 G 的任一复表示 φ, 不可约表示 φi 在 φ 中的重数 (即 φ 到不可约子表示的
直和分解式中与 φ 等价的不可约子表示个数) 等于 (χφ, χi).
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证要: 设 φ =

s∑
i=1

aiφi, 则有 χφ =

s∑
i=1

aiχi 两边与 φi 作内积并利用第一正交关系便有

ai = (χφ, χi).

推论 3.2.5 有限群 G 的有限维复表示不可约当且仅当 (χφ, χφ) = 1.

证要: 必要性由第一正交关系给出.

充分性: 设 φ =

s∑
i=1

aiφi, 由 (χφ, χφ) = 1 及第一正交关系知
s∑
i=1

|ai|2 = 1, 但 ai 均为非负整

数, 因此有且仅有一个 i 使 ai = 0, 此时 φ = φi 不可约.
定理 3.2.6(反演公式) 有限群 G 的单位元记作 1, 若 a =

∑
g∈G

agg, 则

ag =
1

|G|
∑

χ∈Irr(G)

χ(ag−1)χ(1), ∀g ∈ G.

其中 Irr(G) 表示 G 的所有不等价的不可约表示构成的集合.
证要:类似引理 3.2.1的证明,设 ρ是正则表示,由 a =

∑
g∈G

agg知 χ∗
ρ(ag

−1) =
∑
h∈G

ahgχρ(h) =

agχρ(1) = |G|ag. 注意到 χ∗
ρ =

∑
χ∈Irr(G)

χ(1)χ, 于是结论显然.

定义 3.2.2 设群 G 在集合 X 上有一个群作用.
(1) 若 ∀x, y ∈ G, ∃g ∈ G 使得 y = gx, 则称该作用是传递的;
(2) 若 ∀(x1, x2), (y1, y2) ∈ G × G, ∃g ∈ G 使得 y1 = gx1, y2 = gx2, 则称这个作用是双传递

的.
引理 3.2.7 设群 G 在 X 上有一个双传递的作用.

(1) 这个作用是传递的;
(2) 对 x ∈ X, 稳定子群 Gx := {g ∈ G|gx = x} 在 X − {x} 上的作用是传递的, 因此 Gx 在

X 上的作用将 X 划分为了两条轨道 {x} 与 X − {x}.
证要:(1) 显然.
(2) 若 y ∈ X − {x}, h ∈ Gx, 则 hy ∈ X − {x}, 因此该作用是合理的. 任取 y, z ∈ X − {x},

对 (x, y), (x, z) 由双传递性知存在 g ∈ G 使得 x = gx, z = gy, 故 g ∈ Gx, 因此 Gx 在 X − {x}
上的作用传递.
引理 3.2.8(Burnside) 设有限群 G 在有限集合 X 上有一个作用, 定义 F (g) := {x ∈ X|gx =

x} 为 g 的不动点集, 那么 G 在 X 上这个作用的轨道条数为

r =
1

|G|
∑
g∈G

|F (g)|.

证要: 考虑集合 S := {(g, x) ∈ G×X|gx = x}, 若记 Ox 为 x 的轨道, 则有∑
g∈G

|F (g)| = |S| =
∑
x∈X

|Gx| = |G|
∑
x∈X

1

|Ox|
.

设 O1, . . . , Or 是该作用的全部轨道, 则∑
x∈X

1

|Ox|
=

r∑
i=1

(∑
x∈Oi

1

|Oi|

)
=

r∑
i=1

1 = r.
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综合这两式得证.
引理 3.2.9 设有限群 G 在 n 元集合 X 上有一个作用, 由此作用得到的在域 K 上的置换表示
记作 φ, 则

χφ(g) = |F (g)|1K .

证要: 注意到

φ(g)(xi) =

0, x ∈ F (g)

1K , x /∈ F (g)

即可.
推论 3.2.10 设有限群 G 在集合 X 上有一个作用, 由此得到的在复数域上的置换表示记作 φ,

那么该作用的轨道条数为 (χ0, χφ), 其中 χ0 是群 G 的主表示, 从而 r 等于 G 的主表示 φ0 在 φ

中的重数.
证要:r = 1

|G|
∑
g∈G

|F (g)| = 1

|G|
∑
g∈G

χφ(g) =
1

|G|
∑
g∈G

χφχ0(g) = (χφ, χ0).

定理 3.2.11 若有限群 G 双传递地作用在集合 X 上, 则∑
g∈G

|F (g)|2 = 2|G|.

证要: 由引理 3.2.7,Gx 在 X −{x} 上的作用是传递的, 若令 F1(g) := {y ∈ X −{x}|gy = y},

于是由引理 3.2.8
∑
g∈Gx

|F1(g)| = |Gx| =
|G|
|X|

. 注意到对 g ∈ Gx 有 |F (g)| = |F (g)| + 1, 于是

∑
g∈Gx

|F (g)| = 2
|G|
|X|

, 于是
∑
x∈X

∑
g∈Gx

|F (g)| = 2|G|. 最后注意到若 h ∈ ∪x∈XGx, 则 |F (h)| =

0, 而若 h ∈ Gx, 则 h 有 |F (h)| 个不动点, 从而 h 属于 |F (h)| 个不动子群, 于是 2|G| =∑
x∈X

∑
g∈Gx

|F (g)| =
∑
g∈G

|F (g)|2.

定理 3.2.12 如果有限群 G 在复数域上有一个 n 次双传递置换表示 φ, 那么 φ 等价于 G 的主
表示 φ0 与 G 的一个 n− 1 次不可约表示 ψ 的直和, 并且

χφ(g) = |F (g)| − 1, ∀g ∈ G.

证要: 设 φ 是由 G 在 X = {x1, . . . , xn} 上的双传递作用得到的, 考虑将表示空间 V ={
n∑
i=1

kixi

∣∣∣∣ki ∈ K, 1 ≤ i ≤ n

}
分解为 U =

〈 n∑
i=1

xi

〉
与 W =

{
n∑
i=1

kixi

∣∣∣∣ n∑
i=1

ki = 0

}
的直和.

推论 3.2.13 当 n ≥ 4 时, 交错群 An 有一个 n− 1 次不可约复表示 ψ, 并且

χψ(g) = |F (g)| − 1, ∀g ∈ An.

3.3 有限 Abel 群上的 Fourier 变换
本节可以看成复特征标的一个小应用.
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定义 3.3.1 设 G 是 n 阶 Abel 群,G 上全体复值函数在如下运算:
(1) 加法:(f + g)(a) := f(a) + g(a);
(2) 乘法:(fg)(a) := f(a)g(a);
(3) 数乘:(kf)(a) := kf(a), k ∈ C
下构成域 C 上的代数. 特别地, 这是一个向量空间, 称为 G 上的复值函数空间, 记作 CG.
在 CG 上定义

(f, g) :=
1

|G|
∑
a∈G

f(a)g(a),

容易验证这是一个内积, 于是 CG 成为了一个酉空间.
定理 3.3.1 设 G 是 n 阶 Abel 群, 则 G 的全部不可约复特征标 χ1, . . . , χn(请读者回顾定理
1.3.4) 构成酉空间 CG 的一组标准正交基. 从而 G 上任意复值函数 f 可以表示成

f =

n∑
i=1

(f, χi)χi.

上式称为 f 的 Fourier 展开,(f, χi), 1 ≤ i ≤ n 称为 f 的 Fourier 系数.
证要: 标准正交由不可约特征标的正交关系得出. 在注意到 CG 的维数恰好就是 |G| = n 即

可.
请读者回顾定理 1.3.4 的记号, 我们将元素 g 在定理 1.3.4 中的同构的像对应的特征标记为

χg.

定义 3.3.2 设 G 是 n 阶 Abel 群,f ∈ CG, 对 ∀g ∈ G, 令

f̂(g) :=
√

|G|(f, χg) =
1√
|G|

∑
a∈G

f(a)χg(a).

上式给出了 CG 到自身的一个映射

τ :CG → CG

f 7→ f̂ ,

称 τ 是基于有限 Abel 群 G 的 Fourier 变换.
定理 3.3.2 上述定义中的 τ 是一个酉变换, 即

(1)k̂f + lg = kf̂ + lĝ, k, l ∈ C;
(2)(f̂ , ĝ) = (f, g).

(2) 中的等式被称为 Parseval 等式.
证要:(1) 是显然的.
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(2):

(f̂ , ĝ) =
1

|G|
∑
a∈G

f̂(a)ĝ(a)

=
1

|G|
∑
a∈G

[
1√
|G|

∑
x∈G

f(x)χa(x)

] 1√
|G|

∑
y∈G

g(y)χa(y)


=

1

|G|
∑
x,y∈G

f(x)g(y)

[
1

|G|
∑
a∈G

χa(y)χa(x)

]

=
1

|G|
∑
x∈G

f(x)g(x)

= (f, g).

倒数第二、三行用了第二正交关系, 注意到 Abel 群的每个共轭类只含 1 个元素.
定理 3.3.3 我们有 Fourier 反演公式

f(x) =
1√
|G|

∑
a∈G

f̂(a)χa(x).

证要: 由定理 3.3.1 与定义 3.3.2 知

f(x) ==

n∑
i=1

(f, χi)χi(x) =
∑
a∈G

(f, χa)χa(x) =
1√
|G|

∑
a∈G

f̂(a)χa(x).

定义 3.3.3 我们定义卷积:

(f ∗ g)(a) := 1√
|G|

∑
b∈G

f(b)g(ab−1).

定理 3.3.4
f̂ ∗ g = f̂ ĝ.

证要: 注意到 Abel 群的不可约复表示都是 1 次的, 于是对不可约特征标 χ 有 χ(ac) =
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tr(φ(ac)) = φ(ac) = φ(a)φ(c) = tr(φ(a))tr(φ(c)) = χ(a)χ(c).

f̂ ∗ g(x) = 1√
|G|

∑
a∈G

(f ∗ g)(a)χx(a)

=
1√
|G|

∑
a∈G

[
1√
|G|

∑
b∈G

f(b)g(ab−1)

]
χx(a)

=
1

|G|
∑
b∈G

∑
c∈G

f(b)g(c)χx(bc)

=
1

|G|
∑
b∈G

∑
c∈G

f(b)g(c)χx(b)χx(c)

=

[
1√
|G|

∑
b∈G

f(b)χx(b)

][
1√
|G|

∑
c∈G

g(c)χx(c)

]
= f̂(x)ĝ(x).

其中第三行作了代换 c = ab−1.

3.4 不可约复表示次数满足的条件

首先做一点铺垫.
定义 3.4.1 复数 α 如果是一个 Z[x] 内的首一多项式的根, 则称其为代数整数.

为做区分, 我们将整数称为有理整数.
定理 3.4.1 对于 α ∈ C, 如下三个条件等价:

(1)α 为代数整数;
(2) 环 Z[α] 是有限生成的 Z-模;
(3)α 是某个有限生成的非零 Z-模 M 中的元素;
证要:(1)⇒(2): 设 α 是代数整数, 设它是 n 次首一多项式 f(x) 的根, 对任意 β ∈ Z[α],

都存在整系数多项式 g(x) 使得 β = g(α), 由于 f(x) 是首一的多项式, 故存在整系数多项式
p(x), r(x) 使得 g(x) = f(x)p(x) + r(x), 其中 r(x) = 0 或 deg r(x) < deg f(x) = n, 此时
β = g(α) = f(α)p(α) + r(α) = r(α) ∈ (1, α, . . . , αn−1), 于是 Z[α] 由 {1, α, . . . , αn−1} 生成.

(2)⇒(3): 取 M = Z[α] 即可;
(3)⇒(1): 现在有子模 Z[α], 由于 Z 是主理想整环, 故有限生成模 M 的子模 Z 也是有限生成

的, 设其生成元为 f1(α), . . . , fn(α), 取 m > max
1≤i≤n

{deg fi}, 则存在 bi ∈ Z 使得 αm =

n∑
i=1

bifi(α),

移项便得到所需要的首一多项式.
定理 3.4.2 所有代数整数构成 C 的子环.

证要: 设 α, β 是代数整数, 则 Z[α],Z[β] 都是有限生成的, 不难证明 Z[α, β] 有限生成, 利用
定理 3.4.1 知 α− β 与 αβ 是代数整数.
定理 3.4.3 如果 α 既是代数整数, 又是有理数, 那么它是有理整数.
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证要: 设 α =
p

q
是整系数首一多项式 f(x) 的根, 则 q 整除 f(x) 的首项系数 1, 故 q = 1, 即

α 为整数.
接下来回到表示论.

定理 3.4.4 设 G 是有限群, 对 χi ∈ Irr(G), 令

ωi(a) :=
χi(a)

χi(1)
, ∀a ∈ C[G],

则

a =

s∑
j=1

ωj(a)ej , ∀a ∈ Z(C[G]),

其中 e1, e2, . . . , es 是 C[G] 的全部两两不等的本原中心幂等元, 并且

ωi(a)ωi(b) = ωi(ab), ∀a ∈ Z(C[G]), b ∈ C[G].

证要: 设 a =

s∑
j=1

ajej , 于是 ωi(a) =

s∑
j=1

aj
χi(ej)

χi(1)
= aj , 得到第一个等式.

注意到 ωi(ab) = ωi(ba) =

s∑
j=1

aj
χi(bej)

χi(1)
= ai

χi(b)

χi(1)
= ωi(a)ωi(b).

定理 3.4.5 设 G 是有限群, 对 χi ∈ Irr(G), 令

ωi(a) :=
χi(a)

χi(1)
, ∀a ∈ C[G],

则对于 G 的任一共轭类 Cl 的类和 cl, ωi(cl) 是一个代数整数.
证要: 由定理 3.4.4 知 ωi(clck) = ωi(cl)ωi(ck). 注意到 c1, . . . , cs 是 Z(C[G]) 的一组基, 故

clck =

s∑
j=1

mlkjcj .

将两边展开为 C[G] 中以 G 为基的线性组合就知道 mlkj 都是整数. 上面两式结合再注意到 ωi 显
然是一个线性映射便有

ωi(cl)ωi(ck) =

s∑
j=1

mlkjωi(cj).

固定 l 得到

ωi(cl)


ωi(c1)

ωi(c2)

. . .

ωi(cs)

 =


ml11 ml12 . . . ml1s

ml21 ml22 . . . ml2s

. . . . . . . . .

mls1 mls2 . . . mlss




ωi(c1)

ωi(c2)

. . .

ωi(cs)


记右边的方阵为 M , 则这是一个整系数方阵.
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现在假设 ωi(c1) = · · · = ωi(cs) = 0, 注意到 1 ∈ Z(C[G]), 故设 1 =

s∑
j=1

ajcj , 此时

1 = ωi(1) =

s∑
j=1

ajωi(cj) = 0,

矛盾! 故一定有某个 ωi 不为 0, 这说明 ωi(cl) 是整数矩阵 M 的特征值, 而相应的特征多项式是
首一的整系数多项式,ωi(cl) 是它的根, 于是便是代数整数.

下一个定理是本章的核心.
定理 3.4.6 有限群 G 的任一不可约复表示的次数都能整除 |G|.

证要: 注意到第一正交关系 |G|
χi(1)

=
∑
l=1

χi(cl)

χi(1)
χi(gl), 其中 gl ∈ Cl. 左边是有理数, 右边由定

理 3.4.5 知是一个代数整数, 故由定理 3.4.3 知左边为整数, 由此得到整除关系.
例 3.4.1 设有限群 G 有一个 p 次不可约表示,p 为素数, 则 G 有 p 阶元.

证要: 由定理 3.4.6,p||G|, 故由 Cauchy 定理或 Sylow 第一定理知 G 有 p 阶元.

3.5 Burnside 定理
定理 3.5.1 设 G 是有限群,φ1, . . . , φs 是群 G 的所有不等价的不可约复表示, 若 N 是 G 的正
规子群, 则 N 等于若干个 kerφi 的交.

证要: 将商群 G/N 的正则复表示 ρ 提升为 G 的表示 φ, 记表示空间 C[G/N ] 为 V , 由 ρ 忠

实不难证明 N = kerφ, 设 φ ≈
s∑
i=1

miφi, 其中 mi ≥ 1. 则易得 N = kerφ =

s⋂
j=1

kerφi.

推论 3.5.2 设 G 是有限群,φ1, . . . , φs 是群 G 的所有不等价的不可约复表示, 其中 φ1 是主表
示, 则 G 是单群当且仅当 kerφi = {1}, 2 ≤ i ≤ s.

引理 3.5.3 设 χ是有限群G的一个不可约复特征标,C 是G的一个共轭类,如果 (|C|, χ(1)) = 1,

那么 ∀g ∈ G,χ(g) = 0 或 |χ(g)| = χ(1).

证要:由 Bezout定理:存在正整数 u, v 使得 u|C|+vχ(1) = 1,于是 g = u|C|g+vχ(1)g, ∀g ∈

G, 于是 χ(g)

χ(1)
= u

χ(c)

χ(1)
+ vχ(g) = uω(c) + vχ(g), 其中 c 是共轭类 C 的类和. 现在已知右边是代

数整数, 故左边是代数整数. 假设 |χ(g)| 6= χ(1), 那么
∣∣∣∣χ(g)χ(1)

∣∣∣∣ < 1, 令 a1 =
χ(g)

χ(1)
, 设 χ(1) = m, g

的阶为 n, ξ1, . . . , ξφ(n) 为所有 n 次本原单位根, 由于 χ(g) 是 m 个 n 次单位根的和, 故可设

χ(g) =

m∑
j=1

ξ
rj
1 , 于是 a1 =

∑m
j=1 ξ

rj
1

m
. 再令 ai =

∑m
j=1 ξ

rj
i

m
, 2 ≤ i ≤ φ(n), 命 b =

φ(n)∏
i=1

ai.

注意到有同构映射 σ : Q(ξ1) → Q(ξi), 且 σ(ξ1) = ξi, 于是 σ(a1) = σ(ai), 由于这是同构映
射, 故 a1 与 ai 同为 0 或同不为 0(对每个 2 ≤ i ≤ φ(n) 均成立), 故 a1 = 0 当且仅当 b = 0.

考虑 φ(n)元多项式 f(x1, . . . , xφ(n)) =

φ(n)∏
i=1

∑m
j=1

x
rj
i

,这是一个对称多项式,于是由对称多项式

基本定理:存在有理系数多项式 g(x)使得 f(x1, . . . , xφ(n)) = g(σ1, . . . , σφ(n)),其中 σi(x1, . . . , xφ(n))

是基本对称多项式. 现在 σi(ξ1, . . . , ξφ(n)) 是整数 (我们认为读者熟知此内容, 即多项式 h(x) =
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φ(n)∏
i=1

(x−ξi)是整系数不可约多项式),于是 b = f(ξ1, . . . , ξφ(n)) = g(σ1(ξ1, . . . , ξφ(n)), . . . , σφ(n)(ξ1, . . . , ξφ(n))) ∈

Q, 而显然 b 是代数整数, 故由定理 3.4.3,b 是整数. 由于 |χ(g)| 6= χ(1), 那么 |a1| =
∣∣∣∣χ(g)χ(1)

∣∣∣∣ < 1,

但每个 |ai| ≤ 1, 于是 |b| < 1, 于是 b = 0, 故 a1 = 0, 故 χ(g) = 0.

定理 3.5.4 如果有限群 G 有一个共轭类 C 的元素个数是一个素数的方幂, 那么 G 不是单群.
证要: 引用推论 3.5.2, 只需证明 G 有一个不可约复表示 (非主表示) 的核不等于 {1} 即可.

设 φ1, . . . , φs 是 G 的全部不可约复表示, 其中 φ1 是主表示,φi 提供的特征标记为 χi, 1 ≤ i ≤ s.
设 |C| = pr, p 是素数,r ≥ 1. 考虑 G 的正则表示 ρ 的分解

ρ =

s∑
i=1

χi(1)φi.

于是有

χρ(g) = χ1(1)χ1(g) +

s∑
i=2

χi(1)χi(g) = 1 +

s∑
i=2

χi(1)χi(g), ∀g ∈ G.

取 g ∈ C,显然 g 6= 1,因此 χρ(g) = 0,于是 −1 =

s∑
i=2

χi(1)χi(g),于是 χi(g)不全为 0,设 j1, . . . , jt

使得 χjl(g) 6= 0, 而其余 χi(g) = 0. 假设对每个 jl 有 p|χjl(1), 设 χjl(1) = mlp, 1 ≤ l ≤ t, 于是

−1

p
=

t∑
l=1

mlχjl(g)

上式左边是有理数但不是整数, 右边是代数整数, 这与定理 3.4.3 矛盾. 故存在 jk 使 (p, χjk) = 1,
于是 (|C|, χjk) = 1, 现在 χjk 6= 0, 故由引理 3.5.3 知 |χjk(g)| = χjk(1), 从而其提供的矩阵表示
Φjk(g) 是数量矩阵. 如果 kerφjk = {1}, 那么 G ∼= Imφjk ∼= ImΦjk , 但 Φjk(g) ∈ Z(ImΦjk), 故由
同构知 g ∈ Z(G), 于是 g 所在的共轭类 C 只含 g 一个元素, 这与题设矛盾! 故 kerφjk 6= {1}, 于
是由推论 3.5.2,G 不是单群.
定理 3.5.5(Burnside) 设 p, q 为素数,a, b 为非负整数, 则 paqb 阶群是单群.

证要: 从抽象代数课已经知道 p-群与 pq 阶群都是可解群, 其中 p, q 都是素数,Abel 群也是可
解群. 接下来设 a 6= 0, b 6= 0, p 6= q 且 G 是非 Abel 群. 对 |G| 归纳,a = b = 1 时即为 pq 阶群, 可
解. 假设对所有 c ≤ a, d ≤ b 且等号不同时成立的 c, d,pcqd 都是可解的, 接下来考虑 |G| = paqb,
为使用归纳假设, 需找到 G 的一个非平凡正规子群. 考虑 G 的 Sylowq-子群 Q, 它有非平凡的
中心 Z(Q), 取非单位元 g ∈ Z(Q), 设 g 在 G 中的中心化子为 CG(g) := {h ∈ G|gh = hg}, 则
Q ⊂ CG(g), 于是 |CG(g)| = plqb. 考虑 g 所在的共轭类 C, 则有

|C| = |G|
|CG(g)|

= pa−l.

若 a = l,则 |C| = 1,故 g ∈ Z(G),于是 N = Z(G)就是非平凡正规子群;若 a < l,则由定理 3.5.4
得 G 不是单群, 故 G 仍有非平凡正规子群 N . 综合上述两种情况, 有 |N | < |G|, |G/N | < |G|, 故
由归纳假设,N 与 G/N 均可解, 于是 G 可解. 综上, 由归纳法, 命题成立.



Chapter 4

表示的张量积与群的直积的表示

4.1 群的表示的张量积

定义 4.1.1 设 (φ, V ), (ψ,W ) 是有限群 G 的两个 K-线性表示, 我们定义

φ⊗ ψ :G→ GL(V ⊗K W )

g 7→ φ(g)⊗ ψ(g).

则 φ⊗ ψ 也是 G 的一个线性表示, 称其为表示 φ 与 ψ 的张量积.
定理 4.1.1 设 (φ, V ), (ψ,W )是有限群G的两个有限维K-线性表示,则 χφ⊗ψ(g) = χφ(g)χψ(g).

证要: 利用张量积的知识 χφ⊗ψ(g) = tr((φ⊗ ψ)(g)) = tr(φ(g)⊗ ψ(g)) = tr(φ(g))tr(ψ(g)) =
χφ(g)χψ(g).

推论 4.1.2 群 G 的两个特征标之积还是群 G 的特征标.
表示的张量积可以从旧的不可约表示构造新的, 同次数的不可约表示.

定理 4.1.3 设 (φ, V ) 是群 G 的 1 次 K-表示,(ψ,W ) 是群 G 的 n 次不可约 K-表示, 则 (φ ⊗
ψ, V ⊗K W ) 也是群 G 的 n 次不可约表示.

证要: 次数是显然的:dimK(V ⊗K W ) = (dimK V )(dimKW ) = n.
至于不可约, 考虑矩阵表示, 注意到 (Φ ⊗ Ψ)(g) = Φ(g) ⊗ Ψ(g) = Φ(g)Ψ(g), 注意到 Φ(g) 是

域 K 上的非零元, 于是 (Φ ⊗ Ψ)(g) 与 Ψ(g) 必定被同时上三角化, 于是二者的可约性相同, 于是
由 Ψ(即 ψ) 的不可约性便得到 φ⊗ ψ 的不可约性.

57
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4.2 群的直积的表示

定义 4.2.1 设群 G1, G2 分别有 K-表示 (φ, V ) 与 (ψ,W ), 令 G = G1×G2 为两个群的直积, 定
义

φ⊗ ψ :G→ V ⊗K W

(g1, g2) 7→ φ(g1)⊗ ψ(g2).

容易验证这是群 G 的线性表示, 我们仍然称这是表示 φ 与 ψ 的张量积.
与定理 4.1.1 类似, 我们有

定理 4.2.1 χφ⊗ψ(g1, g2) = χφ(g1)χψ(g2).
下面定理是表示的等价的问题:

定理 4.2.2 设G = G1×G2,K是任意域,设 (φ, V ), (φ′, V ′)是G1的两个K-表示,(ψ,W ), (ψ′,W ′)

是 G2 的两个 K-表示. 那么:
(1) 若 φ ≈ φ′ 且 ψ ≈ ψ′, 则 φ⊗ ψ ≈ φ′ ⊗ ψ′;
(2) 若 φ,φ′, ψ, ψ′ 都是有限维不可约表示, 则从 φ⊗ ψ ≈ φ′ ⊗ ψ′ 可推出 φ ≈ φ′, ψ ≈ ψ′.
证要:(1) 由等价知有同构 σ : V → V ′, τ :W →W ′ 使得

φ′(g1)σ = σφ(g1), ∀g1 ∈ G1

ψ′(g2)τ = τψ(g2), ∀g2 ∈ G2

成立, 容易验证 σ ⊗ τ : V ⊗K W → V ⊗K W 也是同构, 且

(φ′ ⊗ ψ′)(g1, g2)(σ ⊗ τ) = (σ ⊗ τ)(φ⊗ ψ)(g1, g2), ∀(g1, g2) ∈ G.

于是 φ⊗ ψ ≈ φ′ ⊗ ψ′;
(2) 现在有左 K[G] 模同构 V ⊗K W ∼= V ′ ⊗K W ′, 注意到 G1 是 G 的子群, 因此前述同构也

是左 K[G1] 模同构. 设 dimKW = m, 于是有线性空间同构 W ∼=
m∑
j=1

K. 由于 V 是 (K[G1,K])

双模, 于是有左 K[G1]-模同构

V ⊗K W ∼=
m∑
j=1

V ⊗K K

m∑
j=1

V.

设 dimKW
′ = n, 同理可得 V ′ ⊗K W ′ ∼=

n∑
j=1

V ′.

注意到 φ 不可约, 于是 V 是单左 K[G1]-模, 于是左 K[G1]-模 V ⊗K W 有长度为 m 的合成
列

m∑
j=1

V ⊃
m−1∑
j=1

V ⊃ · · · ⊃ V ⊃ 0;

同理:V ′ ⊗K W ′ 也有长度为 n 的合成列
n∑
j=1

V ′ ⊃
n−1∑
j=1

V ′ ⊃ · · · ⊃ V ′ ⊃ 0;
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由于有左 K[G1] 模同构 V ⊗K W ∼= V ′ ⊗K W ′, 于是由 Jordan-Hölder 定理 (定理 0.3.15) 知
m = n 且有左 K[G1]-模同构 V ∼= V ′, 于是 φ ≈ φ′.

同理可得 ψ ≈ ψ′.

下面一个定理是关于表示的不可约性.
定理 4.2.3 设 K 是任一域,(φ, V ), (ψ,W ) 分别是 G1, G2 的有限维 K-线性表示,G = G1 ×G2.

(1) 如果 φ⊗ ψ 不可约, 则 φ 与 ψ 均不可约;
(2) 当 K = C 时, 由 φ 与 ψ 均不可约可推出 φ⊗ ψ 不可约.
证要:(1) 用反证法, 假设 φ 可约, 于是 V 有非平凡的 G1 不变子空间 V1, 设 V = V1 ⊕ V2, 于

是有线性空间同构 V ⊗K W ∼= V1 ⊗K W ⊕ V2 ⊗K W. 可将 V1 ⊗K W 看成 V ⊗K W 的子空间, 由
于

0 < dimV1 ⊗K W = (dimV1)(dimW ) < (dimV )(dimW ) = dimV ⊗K W,

故这是非平凡的线性子空间. 注意到对任意 (g1, g2) ∈ G, v1 ∈ V1 有

(φ⊗ ψ)(g1, g2)(v1 ⊗ w) = (φ(g1)(v1))⊗ (ψ(g2)(w)) ∈ V1 ⊗K W,

这里用到了 V1 是 G1 不变子空间. 于是 (φ⊗ψ)(g1, g2) 作用在 V1 ⊗K W 的一组生成元上的值均
在 V1 ⊗K W 中, 于是 V1 ⊗K W 是其不变子空间, 于是 V1 ⊗K W 是 φ ⊗ ψ 的不变子空间, 这与
题设 φ⊗ ψ 不可约矛盾!

故 φ 不可约, 同理:ψ 不可约.
(2) 注意到

(χφ⊗ψ, χφ⊗ψ) =
1

|G|
∑

(g1,g2)∈G

χφ⊗ψ(g1, g2)χφ⊗ψ(g1, g2)

=
1

|G1||G2|
∑
g1∈G1

∑
g2∈G2

χφ(g1)χψ(g2)χφ(g1)χψ(g2)

=

 1

|G1|
∑
g1∈G1

χφ(g1)χφ(g1)

 1

|G2|
∑
g2∈G2

χψ(g2)χψ(g2)


= (χφ, χφ)(χψχψ) = 1.

于是 φ⊗ ψ 不可约.
引理 4.2.4 设 G1, G2 都是有限群,C1, . . . , Cs 是 G1 的所有共轭类,gi 为 Ci 的代表元 , 1 ≤ i ≤
s.C ′

1, . . . , C
′
t 是 G2 的所有共轭类,g′i 为 C ′

i 代表元 , 1 ≤ i ≤ t. 那么 Ci × C ′
j , 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t

是 G = G1 ×G2 的全体共轭类,(gi, gj), 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t 是其代表元.
证要:注意到 (x1, x2)与 (y1, y2)在G中共轭⇔存在 (g1, g2) ∈ G使得 (g1, g2)(x1, x2)(g1, g2)

−1 =

(y1, y2)⇔ 存在 g1 ∈ G1, g2 ∈ G2 使得 gixig
−1
i = yi, i = 1, 2⇔xi, yi 在 Gi 中共轭 (i = 1, 2).

定理 4.2.5 设 G1, G2 都是有限群,φ1, . . . , φs 是 G1 的所有不等价的不可约复表示,ψ1, . . . , ψt 是
G2 的所有不等价的不可约复表示, 那么

{φi ⊗ ψj |1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t}



CHAPTER 4. 表示的张量积与群的直积的表示 60

是群 G = G1 ×G2 的所有不等价的不可约复表示.
证要: 由定理 4.2.2 与定理 4.2.3 知上述 st 个表示是 G 的 st 个两两不等价的不可约复表示,

又结合引理 4.2.4 与定理 2.2.4(2) 知 G 恰好只有 st 个两两不等价的不可约复表示, 于是命题成
立.
推论 4.2.6 条件同定理 4.2.5. 若 G1, G2 的复特征标表分别为 T1, T2, 则 G 的复特征标表 T =

T1 ⊗ T2.
证要: 结合定理 4.2.5, 定理 4.2.1 与矩阵的张量积公式直接算即可.
最后我们给出不可约复表示次数满足的又一条件:

定理 4.2.7(Schur) 有限群 G 的任意不可约复表示的次数能整除 [G : Z(G)], 其中 Z(G) 是 G

的中心.
证要 (J.Tate):取 G的不可约复表示 (φ, V ),它提供的特征标为 χ.任取 a ∈ Z(G),那么 φ(a)

与一切 φ(g)可交换,但 φ不可约,于是 φ(a)是数量矩阵,故存在 λ(a) ∈ C∗ 使得 φ(a) = λ(a)1V .

显然映射 a 7→ λ(a) 是 G 到乘法群 C∗ 的群同态.
对正整数 m, 考虑左 C[G]-模 V 的 m 重外张量积

V (m) := V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V.

由于 (φ, V ) 不可约, 由定理 4.2.3 结合归纳法知 G×G× · · · ×G 的表示 (φ⊗ φ⊗ · · · ⊗ φ, V (m))

不可约.
令

Hm := {(a1, . . . , am)|a1a2 . . . am = 1, ai ∈ Z(G), 1 ≤ i ≤ m}.

则Hm是 Z(G)×· · ·×Z(G)的子群,且 |Hm| = |Z(G)|m−1.任取 (a1, . . . , am) ∈ Hm, v1⊗· · ·⊗vm ∈
V (m) 有

(a1, . . . , am)(v1 ⊗ · · · ⊗ vm) = (a1v1)⊗ · · · ⊗ (amvm)

= (λ(a1)v1)⊗ · · · ⊗ (λ(am)vm)

= (λ(a1) . . . λ(am))(v1 ⊗ · · · ⊗ vm)

= (λ(a1 . . . am))(v1 ⊗ · · · ⊗ vm)

= (λ(1))(v1 ⊗ · · · ⊗ vm) = (v1 ⊗ · · · ⊗ vm),

于是 (a1, . . . , am) ∈ ker(φ ⊗ φ ⊗ · · · ⊗ φ), 故 Hm ⊂ ker(φ ⊗ φ ⊗ · · · ⊗ φ), 而子群 Hm 显然是正
规的. 注意到 φ⊗φ⊗ · · · ⊗φ 不可约, 于是结合定理 1.4.2 知存在 G×G× · · · ×G/Hm 的不可约
表示 ψ 使得 ψ 的提升等于 φ⊗ φ⊗ · · · ⊗ φ, 由表示的提升的定义知, 二者表示空间相同, 因此维
数相同, 均为 χ(1)m. 据定理 3.4.6 知 χ(1)m 整除

|G|m

|Hm|
= [G : Z(G)]m|Z(G)|.

于是对每个正整数 m,α =
[G : Z(G)]
χ(1)

均满足

αm =
某个整数
|Z(G)| ∈ 1

|Z(G)|Z.
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于是 Z[α] ⊂ 1

|Z(G)|Z, 后者是有限生成 Z-模, 而 Z 是主理想整环, 于是 Z[α] 是有限生成的, 据定

理 3.4.1,α 是代数整数, 而显然 α 是有理数, 故由定理 3.4.3, 它是整数, 因此 φ 的次数 χ(1) 整除
[G : Z(G)].



Chapter 5

诱导表示与诱导特征标

5.1 诱导表示及其特征标

定义 5.1.1

5.2 诱导特征标不可约的判定

我们首先讨论群 G 的双陪集, 双陪集具有类似于左 (右) 陪集的性质.
定义 5.2.1 设 L,H 是群 G 的两个子群, 在群 G 上定义如下二元关系 ∼:

x ∼ y当且仅当∃l ∈ L, h ∈ H,x = lgh.

容易验证这是一个等价关系, 且 g ∈ G 所在的等价类为 LgH . 我们将 LgH 称为群 G 的子群对
(L,H) 的一个双陪集. 由于 LgH 是等价类, 因此它们要么相等要么不交, 并且这些等价类构成群
G 的一个划分. 当 G 为有限群时, 两两不等的等价类个数有限, 在它们每一个里面取一个代表元
gi, 有

G =

t⋃
i=1

LgiH,

且 LgiH 两两不等, 此时称 {g1, . . . , gt} 是子群对 (L,H) 的一个双陪集代表系.
对双陪集 LgH , 取定 l ∈ L, 则得到 H 的一个左陪集 lgH , 于是双陪集都是 H 的左陪集的

并, 因此我们可以思考 (L,H) 的双陪集代表系与 H 的左陪集代表系之间的关系.
定理 5.2.1 设 L,H 是群 G 的两个子群,{g1, . . . , gt} 是子群对 (L,H) 的一个双陪集代表系, 定
义

Li := L
⋂
giHg

−1
i .

若 Li 在 L 中 (即作为 L 的子群) 的左陪集代表系为 {yi1,...,yiri }, 那么

(1)LgiH=
ri⋃
j=1

yijgiH, 且右边的 ri 个陪集两两不等;
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(2)H 的一个左陪集代表系为 {yijgi|1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ ri}.
证要:(1) 由于 Li = L

⋂
giHg

−1
i ⊂ giHg

−1
i , 故 LigiH ⊂ giHg

−1
i giH ⊂ giH, 同时由 yij ∈ L

知 yijgiH ⊂ LgiH, 故

LgiH =

ri⋃
j=1

yijLigiH ⊂
ri⋃
j=1

yijyijgiH ⊂ LgiH.

于是等式成立.
另外,yijgiH = yij′giH ⇔ g−1

i y−1
ij′ yijgi ∈ H ⇔ y−1

ij′ yij ∈ L ∩ giHg−1
i = Li ⇔ j = j′. 于是右

边的左陪集两两不等;
(2)由定义 5.2.1中分解与 (1)知 G = ∪mi=1LgiH =

tsup
i=1

∪rij=1yijgiH,由 LgiH 两两不交与 (1)

的后半句话知前述分解中左陪集两两不交, 由此得出左陪集代表系 {yijgi|1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ ri}.
现在我们回到诱导表示. 下一个定义给出两个符号 φg 与 µg.

定义 5.2.2 设 H 是 G 的子群, 且 H 有线性表示 (φ, V ), 对 g ∈ G, 定义

φg :gHg−1 → GL(V )

y 7→ φ(g−1yg)

容易验证它合理定义且给出了群 gHg−1 的一个表示.
若 φ 有特征标 µ, 则将表示 φg 的特征标记为 µg, 于是 µg(y) = µ(g−1yg).
有一个符号的说明: 设 G 是有限群, 且有子群 L,H , 设 {g1, . . . , gt} 是子群对 (L,H) 的一个

双陪集代表系, 我们将 µgi 简记为 µi

定理 5.2.2(Mackey)子群定理 设 G是有限群,且有子群 L,H ,设 {g1, . . . , gt}是子群对 (L,H)
的一个双陪集代表系, 令 Li := L

⋂
giHg

−1
i , 设 µ, λ 分别为子群 H,L 的一个复特征标, 那么:

(1)µG|L =

t∑
i=1

(µi|Li)L;

(2)(λG, µG)G =

t∑
i=1

(λ|Li, µi|Li)Li
.

证要: 又是计算题. 我们沿用定理 5.2.1 的记号.
(1) 利用本章第一节结论及定理 5.2.1 得:

µG(y) =

t∑
i=1

ri∑
j=1

µ̇((yijgi)
−1y(yijgi))

=

t∑
i=1

ri∑
j=1

µ̇gi(y−1
ij yyij)

=

t∑
i=1

ri∑
j=1

˙(µgi |Li)(y−1
ij yyij)

=

t∑
i=1

(µgi|Li)L(y) =

t∑
i=1

(µi|Li)L.
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(2) 利用第 (1) 问及 Frobenius 互反律得:

(λG, µG)G = (λ, µG|L)L =

(
λ,

t∑
i=1

(µi|Li)L
)
L

=

t∑
i=1

(λ, (µi|Li)L)L

=

t∑
i=1

(λ|Li, µi|Li)Li .

引理 5.2.3 设 H 为有限群 G 的子群,µ 是 H 的一个复特征标, 则对 g ∈ G 有

(µg, µg)gHg−1 = (µ, µ)H .

证要: 直接计算即可.

(µg, µg)gHg−1 =
1

|gHg−1|
∑

y∈gHg−1

µg(y)µg(y)

=
1

|H|
∑

y∈gHg−1

µ(g−1yg)µ(g−1yg)

=
1

|H|
∑
h∈H

µ(h)µ(h)

= (µ, µ)H .

接下来便可以叙述诱导特征标不可约的判定方法了.
定理 5.2.4 设 H 是有限群 G 的子群,(H,H) 在 G 中的双陪集代表系为 {g1 = 1, g2, . . . , gt}, 记
Hi = giHg

−1
i , 1 ≤ i ≤ t. 设 µ 是 H 的一个复特征标, 则 µG 不可约当且仅当下面两条成立:

(1)µ 不可约;
(2) 对每个 i ≥ 2,Hi 的两个特征标 µi|Hi 和 µ|Hi 满足 (µi|Hi, µ|Hi)Hi

= 0(即它们没有公共
的不可约成分, 此时称这两个特征标不交).

证要: 还是计算题.

由Mackey子群定理,注意到 (µG, µG)G =

t∑
i=1

(µ|Hi, µ
i|Hi)Hi

= (µ, µ)H+
t∑
i=2

(µ|Hi, µ
i|Hi)Hi

,

以及 (µG, µG) ≥ 1, 等号成立当且仅当 µG 不可约,(µ, µ)H ≥ 1, 等号成立当且仅当 µ 不可约即可.
推论 5.2.5 设 H 是有限群 G 的子群, 对 x ∈ G, 定义 Hx = xHx−1. 设 µ 是 H 的一个复特征
标, 则 µG 不可约当且仅当下面两条成立:

(1)µ 不可约;
(2) 对每个 x /∈ H, (µx|Hx, µ|Hx)Hx

= 0.
证要: 关键在于, 当 x /∈ H 时, 双陪集 HgH 不等于 H1H = H, 因此可以令定理 5.2.4 中

(H,H) 的双陪集代表系内某个异于 g1 = 1 的 gi 取 x.
推论 5.2.6 设 N 是有限群 G 的正规子群,N 在 G 中的陪集代表系为 {g1 = 1, g2, . . . , gt}, 设 µ

是 N 的一个复特征标, 则 µG 不可约当且仅当 µ 不可约且 µi 与 µ 不相等 (2 ≤ i ≤ t).
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证要: 注意到当 N 是正规子群时,NgN = gN 以及 Ni = N
⋂
giNg

−1
i = N , 因此 µi 也是 N

的特征标. 于是只需要证明: 当 µ 不可约时 (µ, µi)N = 0 当且仅当 µ 与 µi 不相等, 而根据引理
5.2.3 可知 µ 不可约蕴含 µi 不可约, 而不可约复特征标不交当且仅当它们不相等.
定义 5.2.3 设 χ 是群 G 的一个复特征标, 设 C 为 G 的一个共轭类, 由于 χ 为 G 上的类函数,
因此任意 g ∈ C,χ(g) 的值相等, 故可以用记号 χ(C) 记这个值, 即定义

χ(C) := χ(g), g为C中任意一个元素

是合理的.
此时, 设 G 的所有共轭类为 C1, C2, . . . , Cs,gi 为 Gi 的代表元,1 ≤ i ≤ s. 设 χ1, χ2, . . . , χs 是

G 的所有不相等的复特征标, 则 G 的复特征标表 T 满足

T = (χi(gj))s×s = (χi(Cj))s×s.

下一个定理的证明富有技巧性.
定理 5.2.7(Brauer) 设 G 是有限群, 把 G 的所有共轭类 C1, C2, . . . , Cs 组成的集合记作 Ω,gi
为 Gi 的代表元,1 ≤ i ≤ s. 设 χ1, χ2, . . . , χs 是 G 的所有不相等的复特征标, 它们组成的集合记
作 Irr(G). 设有限群 A 在 Ω 上有一个作用, 并且 A 在 Irr(G) 上也有一个作用, 使得

(aχi)(aCj) = χi(Cj), ∀a ∈ A, 1 ≤ i, j ≤ s.

对任意 a ∈ A, 用 F1(a) 表示 a 在 Ω 中的不动点个数, 用 F2(a) 表示 a 在 Irr(G) 中不动点个数.
则:

(1)|F1(a)| = |F2(a)|, ∀a ∈ A;
(2)Ω 的 A-轨道条数等于 Irr(G) 的 A-轨道条数.

5.3 群的分裂域与模的分裂域

给定域 K, 设群 G 有一个 K-线性表示 (φ, V ), 若 F 为 K 的扩域, 如何通过 (φ, V ) 构造一
个 F 上的线性表示呢?, 我们先从线性空间基域的扩张谈起.
定理 5.3.1 设有域扩张 F/K,V 是 K 上的线性空间, 则

V F := F ⊗K V

是域 F 上的线性空间. 当 dimK V = r 时, 设 V 在 K 上的基为 {α1, . . . , αr}, 则 dimF V
F = r

且 V F 在 F 上的基为 {1⊗ α1, . . . , 1⊗ αr}.
证要: 注意到由域扩张知,F 为 (F,K) 双模而 V 为 (K,K) 双模, 故 V F 是 (左)F -模, 因此

是 F 上的线性空间.

V F 由 f ⊗ v, f ∈ F, v ∈ V 生成, 而 f ⊗ v = f ⊗
r∑
i=1

kiαi =

r∑
i=1

(fki)(1 ⊗ αi), 故 {1 ⊗

α1, . . . , 1⊗ αr} 张成 V F .
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另外, 有左 F -模同构 V F = F ⊗K V ∼= F ⊗K
r∑
i=1

K ∼=
r∑
i=1

F ⊗K K ∼=
r∑
i=1

F , 故 V F 为 r 维,

综上便得 V F 在 F 上的基为 {1⊗ α1, . . . , 1⊗ αr}.
以下设 V 都是有限维线性空间.

定理 5.3.2 记号同定理 5.3.2, 映射

ψ :V → V F

r∑
i=1

kiαi 7→
r∑
i=1

ki(1⊗ αi), ki ∈ K,

是 V 到 V F 的 (作为域 K 上线性空间的) 子空间 V F1 =

{
r∑
i=1

ki(1⊗ αi)

∣∣∣∣ki ∈ K

}
的 K-线性同

构.
注 由此结论, 我们可以将 V 与 V F1 等同, 即将 V 看成 V F 的子集, 并将 1⊗ αi 与 αi 等同, 因

此 V F =

{
r∑
i=1

fiαi

∣∣∣∣fi ∈ F

}
. 以后我们将一直保持此处的记号

证要: 由于 V F 是 F 上的线性空间, 它自然也是 K 上的线性空间, 而 ψ 是线性同构是显然
的.
定理 5.3.3 对 V 上的线性变换 A, 定义

AF :V F → V F

r∑
i=1

fiαi 7→
r∑
i=1

fiA(αi),

则 AF 是 V F 上的线性变换.
我们有:
(1)1FV = 1V F , 即 V 上恒等映射 1V 经上述变换变成 V F 上恒等映射 1V F ;
(2)(kA+ lB)F = kAF + lBF , k, l ∈ K, 即映射 A 7→ AF 是 K-线性映射;
(3)A = 0 当且仅当 AF = 0, 结合 (2) 知映射 A 7→ AF 是单射;
(4)(AB)F = AFBF , 即映射 A 7→ AF 保持复合 (乘法), 结合 (2) 知映射是 K-代数同态;
(5)A 可逆当且仅当 AF 可逆, 结合 (3)、(4) 知映射 A 7→ AF 限制在 GL(V ) 上是 GL(V ) 到

GL(V F ) 的单同态;
(6)A 在基 {α1, . . . , αr}(V 的基) 下的矩阵与 AF 在基 {α1, . . . , αr}(V F 的基) 下的矩阵相同

(区别是一个是 K 上的矩阵, 一个是 F 上的矩阵但矩阵的每一个元素都在子域 K 上取值).
证要: 计算即可.
接下来便可以定义 G 在扩域 F 上的一个线性表示了.

定义 5.3.1 设有域扩张 F/K, 有限群 G 有一个 K-表示 (φ, V ), 定义

φF :G→ GL(V F )

g 7→ φ(g)F ,
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定理 5.3.3 告诉我们 φF 是合理定义的且是 G 到 GL(V F ) 的群同态, 由此我们得到了 G 的线性
表示 (φF , V F ).

从定理 5.3.3(6) 可以得知 φ(g) 与 φ(g)F 对应的矩阵相同, 故 χφF (g) = χφ(g).
我们特别关注不可约特征标, 因此希望关注不可约特征标 φ 经上述变换后的特征标 φF 是否

仍然不可约, 但一般情况下结论不成立, 我们有下面的例子:
例 5.3.1 考虑三阶循环群 Z3, 它有一个 2 次不可约实表示 φ, 其矩阵表示 Φ 为

Φ(1) =

(
−1 −1

1 0

)
,Φ(2) =

(
0 1

−1 −1

)
.

于是 χφ(1) = χφ2 = −1, χφ(0) = 2, 故我们有

(chiφC , χφC) =
1

3
[22 + (−1)(−1) + (−1)(−1)] = 2

因此 χφC 可约.
定义 5.3.2 群 G 的不可约 K-表示 (φ, V ) 称为绝对不可约, 如果对于 K 的每一个扩域 F 都有
(φF , V F ) 是 G 的不可约表示.
定义 5.3.3 如果 G 的每一个不可约 K-表示都是绝对不可约的, 则域 K 是群 G 的分裂域.

有限群的分裂域是商群继承的:
定理 5.3.4 设 N 是有限群 G 的正规子群,K 是群 G 的分裂域, 则 K 也是商群 G/N 的分裂域.

证要: 设 φ 是 G/N 的不可约表示,F 是 K 的扩域. 由定理 1.4.2 知 φ 的提升 φ 是不可约的,
由 K 是 G 的分裂域, 故 φF 是不可约的, 于是再由定理 1.4.2,φF 关于正规子群 N 的分解 φF 不
可约. 接下来只需证明 φF = φF .

我们考虑矩阵表示, 结合定理 5.3.3 与表示的提升的定义知 ΦF (gN) = ΦF (g) = Φ(g) =

Φ(gN) = Φ
F
(gN).

综上所述,φF 不可约, 故由定义知 K 是商群 G/N 的分裂域.
定理 5.3.5 设 K 是有限 Abel 群 G 的分裂域, 则 G 的一切不可约 K-表示都是 1 次的.
证要: 考虑 K 的代数闭包 K, 设 φ 是 G 的不可约表示, 则 φK 也是 G 的不可约表示, 但 K

是代数闭域, 故由推论 1.3.2 知,φK 是 1 次的, 因此 φ 也是 1 次的.
为了探究域 K 称为有限群 G 的分裂域的充要条件, 我们仍然要利用群代数 K[G] 上的左模

与群的线性表示的关系, 为此, 先定义模的分裂域.
定理 5.3.6 设有域扩张 F/K,A 是 K 上的代数, 则

AF := F ⊗K A

是域 F 上的代数. 当 dimK A = r 时, 设 A(作为 K-线性空间) 在 K 上的基为 {α1, . . . , αr}, 则
dimF A

F = r 且 AF (作为 F -线性空间) 在 F 上的基为 {1⊗ α1, . . . , 1⊗ αr}.

因此我们将 1⊗ αi 与 αi 等同, 则 AF =

{
r∑
i=1

fiαi

∣∣∣∣fi ∈ F

}
, 此后将一直沿用这个记号.
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证要: 线性空间部分同定理 5.3.1 与定理 5.3.2, 关键在于如何定义乘法.F -线性空间 AF 在下
述乘法 (

r∑
i=1

fiαi

)(
r∑
i=1

ljαj

)
:=

 r∑
i,j=1

(filjαiαj)


下称为 F 上的代数. 其单位元为 1⊗ 1A.

类似地定义模的基域的扩张:
定理 5.3.7 设有域扩张 F/K,A 是 K 上的代数,M 是左 A-模, 则 M 也是 K-线性空间, 则
MF := F ⊗K M 是 F 上的线性空间. 当 M 为有限维时, 设其 K-基为 {m1, . . . ,ms}, 将 1⊗mi

与 mi 等同, 那么 MF 的 F -基为 {m1, . . . ,ms}.
定义代数 AF 与 MF 的乘法(

r∑
i=1

fiαi

) r∑
j=1

λjmj

 :=
∑
i,j=1

(fiλj)(αimj),

则 MF 称为左 AF -模.
定义 5.3.4 设 A是域 K 上的代数,如果不可约左 A-模 M 满足:对任意域扩张 F/K,左 AF -模
MF 都是不可约的, 则称 M 绝对不可约.
定义 5.3.5 设 A 是域 K 上的代数,F 是 K 的扩域, 如果每一个不可约左 AF 模都是绝对不可
约的, 则称 F 是 K 上代数 A 的分裂域.
在得到分裂域的充要条件之前, 我们需要先对 (非交换) 环做一些铺垫, 见第零章第 5 节.

定理 5.3.8 设 A 是域 K 上的有限维代数,M 是不可约左 A-模, 且 M 作为 K 上的向量空间是
有限维的, 那么 M 是绝对不可约的充要条件是

HomA(M,M) ∼= K.

证要: 设 D = HomA(M,M), 由于 M 不可约, 于是模仿定理 0.3.20(Wedderburn) 的证明
可以知道 D 是除环,M 是除环 D 上的有限维左线性空间,D 是 K 上的有限维线性空间, 并且
dimKM = (dimK D)(dimDM), 同时有 A ∼= HomD(M,M) ∼=Mn(D

op), 其中 n = dimDM.

对 a ∈ A, 定义 aL : M → M,aL(x) = ax, 显然映射 aL 是域 K 上线性空间 M 的线性变
换, 令 B = {aL|a ∈ A}, 那么 B 也是域 K 上的代数, 且 B ⊂ HomK(M,M), 于是 B 是有限维的
K-代数, 映射 a 7→ aL 给出了 A 到 B 的一个满代数同态. 不难知道 M 也是 B 上的左模 (此时
aLx = aL(x) = ax, a ∈ A, x ∈ M), 并且也是不可约的. 若 aL ∈ ann(M), 那么对一切 x ∈ M 有
aL(x) = 0, 于是 aL 是零线性变换, 这得出 M 在 B 上的零化子 ann(M) = 0, 于是 M 是忠实的
不可约左 B-模, 据定理 0.5.19,B 是单代数.
对 M 到 M 的群同态 σ, 显然有 σ(ax) = aσ(x) ⇔ σ(aLx) = aLσ(x), 于是 HomB(M,M) =

HomA(M,M) = D.于是结合定理 0.3.20(Wedderburn)我们得到B ∼= HomD(M,M) ∼=Mn(D
op),

其中 n = dimDM . 于是

dimK B = dimK(Mn(D
op)) = dimK(Dop) dimDop(Mn(D

op)) = dimK Dn
2.
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必要性: 目的是证明 dimK D = 1.

设 M 绝对不可约, 取 K 的代数闭包 F , 那么 F 是代数闭域. 由绝对不可约知 MF 是
不可约左 AF -模, 对 a′ ∈ AF , 于是易知 MF 也是不可约左 BF -模. 注意到 BF 中的元素是
MF 上的线性变换, 因此用与上一段同样的方法知 ann(MF ) = 0, 即 MF 是忠实的不可约左
BF -模, 于是 BF 是单代数, 令 D∗ = HomBF (MF ,MF ), s = dimD∗ MF , 据 Wedderburn 定
理:BF ∼= HomD∗(MF ,MF ) ∼= Ms(D

∗op). 仍然利用与之前相同的理由得出 HomAF (MF ,MF ) =

HomBF (MF ,MF ) = D∗.注意到MF 是代数闭域 F 上的不可约左模,并且 dimF M
F = dimM

K <

∞, 于是据 Schur 引理 (引理 0.3.24):HomAF (MF ,MF ) ∼= F , 于是 D∗ ∼= F 为域, 故 D∗op = D∗.
于是

dimKM = dimF M
F = dimD∗ MF = s

dimK B = dimF B
F = dimD∗(Ms(D

∗op)) = dimD∗(Ms(D
∗)) = s2.

现在我们得到

s2 = (dimKM)2 = (dimK D)2(dimDM)2 = (dimK D)2n2 = (dimK D)2
dimK B

dimK D
= dimK Ds

2.

故 dimK D = 1, 因此 D ∼= K.

充分性: 设 D = HomA(M,M) ∼= K, 那么 B ∼= Mn(D
op) ∼= Mn(K), 由于 M 是不可约左

B-模, 故 M 是不可约左 Mn(K)-模. 任取 K 的扩域 F , 那么 MF 是左 AF -模, 左 BF -模也是左
Mn(K)F -模. 易知 Mn(K)F =Mn(F ), 于是 MF 是左 Mn(F )-模. 现在

dimF M
F = dimKM = dimDM = n,

设 e11 是 (1, 1) 元为 1 其余元为 0 的矩阵, 由于 dimD(Mn(F )e11) = n, 于是有 F -线性空间同构
MF ∼= Mn(F )e11, 容易验证这也是左 Mn(F )-模同构, 注意到 Mn(F )e11 是 Mn(F ) 的极小左理
想,故它是不可约左Mn(F )-模,于是MF 是不可约左Mn(F )-模,由于Mn(F ) ∼=Mn(K)F ∼= BF ,
故 MF 是不可约左 BF -模, 于是 MF 是不可约左 AF -模. 故 M 是绝对不可约的.
推论 5.3.9 设 A 是代数闭域 K 上的有限维代数,M 是不可约左 A-模, 且 M 作为 K 上的向量
空间是有限维的, 那么 M 是绝对不可约的.

证要: 由 Schur 引理 (引理 0.3.24):HomA(M,M) ∼= K. 由定理 5.3.8 即得结论.
推论 5.3.10 任意代数闭域都是任意有限群的分裂域.

证要: 设 K 是代数闭域,(φ, V ) 是有限群 G 的不可约线性表示, 于是左 K[G]-模 V 是不可
约的, 现在 dimK V < ∞(定理 2.2.2(1)), 于是据推论 5.3.9 可知 V 是绝对不可约的. 设有域扩张
F/K, 不难知道 K[G]F = F [G], 于是左 K[G]F -模 (也就是左 F [G]-模)V F 是不可约的, 这说明线
性表示 (φF , V F ) 是不可约的, 于是 K 是群 G 的分裂域.

于是域 K 成为群 G 的分裂域的充要条件就出来了.
定理 5.3.11 设 G 是有限群, 域 K 满足 charK 不整除 |G|, 设 K[G] = A1 ⊕ · · · ⊕ As, Ai 为单
环. 设 Li1 为 K[G] 的极小左理想且 Li1 ⊂ Ai, 令 Di = HomAi

(Li1, Li1), 则 K 是 G 的分裂域当
且仅当 Di

∼= K, 1 ≤ i ≤ s.
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证要:任取 G的不可约表示 (φ, V )与 K 的扩域 F .由 (φ, V )不可约知左 K[G]-模 V 同构于
某个 Li1.于是只需证明每个 Li1 都是绝对不可约的.据定理 5.3.8,这等价于 HomK[G](Li1, Li1) ∼=
K,题设中有条件K ∼= Di = HomAi

(Li1, Li1),于是只需证明:HomK[G](Li1, Li1) = HomAi
(Li1, Li1).

由于 Ai ⊂ K[G], 因此 HomK[G](Li1, Li1) ⊂ HomAi(Li1, Li1).
另一方面, 任取 σ ∈ HomAi

(Li1, Li1), 任取 x ∈ K[G], 设 x = x1 + · · · + xs, 其中 xi ∈ Ai,
定理 0.3.19 的证明过程告诉我们当 i 6= j 时 AiAj = 0, 于是对任意 a ∈ Li1 ⊂ Ai 有 xa =

xia, xσ(a) = xiσ(a), 因此 σ(xa) = σ(xia) = xiσ(a) = xσ(a), 故 σ 实际上是左 K[G]-模同态, 于
是 HomAi(Li1, Li1) ⊂ HomK[G](Li1, Li1).

综合上面三段论述便知命题成立.
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